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NAVODILA

Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite reSevanja. Za pogzitiven rezultat
morate zbrati vsaj 45 tock od 100 moznih. Veliko uspehal
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1. (25) Srecko igra igro, v kateri z verjetnostjo 50% izgubi 1 evro, z verjetnostjo 5%
dobi 9 evrov, z verjetnostjo 45% pa je na nicli. Igro odigra 500-krat, pri cemer so vse
igre med seboj neodvisne.

a. (15) Cim natancneje izracunajte verjetnost, da ima Srecko po seriji 500 iger v
denarnici vsaj 50 evrov ve¢ kot na zacetku.

Resitev: Ce je X; Sreckov dobicek v i-ti igri, je razlika med Sreckovim stanjem
v denarnici na koncu in na zacetku enaka Ssoo, kjer je S, = Y. X;. To je
vsota dovolj neodvisnih in enako porazdeljenih slucajnih spremenlyivk, da lahko
pri predpisani natancénosti uporabimo centralni limitni izrek. Velja:

E(X;) = =0,05, E(S500) = —500 - 0,05 = —25
var(X;) = 4,5475 var(Sso0) = 500 - 4,5475 = 2273,75,

torej je

49,5 + 25

P > =P >4 1l —P | —
(Sin > 50) = P(Sin > 19.5) = 1 - 0 (2222

) =0,059.

Tocen rezultat: 0,06354382.

b. (10) Recimo, da ima Srecko po seriji 500 iger v denarnici res vsaj 50 evrov vec
kot na zacetku. Cim natancneje izracunajte pogojno verjetnost, da je v prvi igri
dobil 9 evrov.

Resitev: Iskana verjetnost je enaka

P(X; =9, S500 > 50)
P(S500 > 50)
P(X;=9) P(S500 > 50 | X1 =9)
P(S500 > 50)
P(X; =9) P(Sy9 > 41)
P(S500 > 50) ‘

P(X1 =9 S50 > 50) =

Podobno kot prej izracunamo:

E(Sig9) = —499 - 0,05 = —24,95,  var(Sge) = 499 - 4,5475 = 2269,2025

m
49,5 4 24,95
P(S499 > 41) = P(S499 > 405)~ 1 — P | ———— | = 0,085
(Slagg = 41) = P(Sag0 > 40,5) (2269,2025) ’
ter koncéno

P(Xl =9 | S500 > 50) =~ 0,072
Tocen rezultat: 0,06951523.
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2. (25) V populaciji je N oseb in vsaka je bodisi tipa A bodisi tipa B. Oznac¢imo z a
delez oseb v populaciji, ki so tipa A.

Iz populacije vzamemo enostavni slucajni vzorec velikosti n. Vsako osebo, izbrano
v vzorec, vprasamo, katerega tipa je. Osebe pa ne odgovarjajo nujno po resnici: oseba
tipa A bo z verjetnostjo p4 po pravici odgovorila, da je tipa A, sicer pa bo odgovorila,
da je tipa B. Oseba tipa B pa bo z verjetnostjo pg po pravici odgovorila, da je tipa B,
sicer pa bo odgovorila, da je tipa A. Verjetnosti p4 in pp sta znani. Privzamemo, da
so odgovori oseb neodvisni tako med seboj kot tudi od vzorcenja.

a. (5) Naj bo Sy stevilo oseb v vzorcu, ki so tipa A, R4 Stevilo oseb v vzorcu, ki
odgovorijo, da so tipa A. Izracunajte E(R4 | Sa).

Resitev: Zaradi neodvisnosti odgovarjanja od vzoréenja verjetnosti odgovorov za
posamezni tip veljajo tudi pogojno na Syu. Sledi

E(Ra | Sa)=Sapa+ (n—S4)(1—pp)=Salpa+ps—1)+n(l—pg).

b. (5) Predlagajte nepristransko cenilko deleza a.

Resitev: Cenilko je smiselno zastaviti kot funkcijo Stevila Ra (in konstant).
Stevilo R4 je namrec od doslej omenjenih kolicin edina, ki je opazljiva, slucajna
in katere porazdelitev je tipicno odvisna od a. Izracunajmo kar

E(R4) = E(E(Ra | Sa)) =na(pa +pp — 1) + n(l — pp).

Od tod sledi, da je

. 1 Ry
Gi=— [ 2 14
pA+pB—1<n pB)

iskana nepristranska cenilka. Le-ta obstaja, brz ko je pa + pp # 1.

Opomba. Kolicina Sa/n, ki ima prav tako pricakovano vrednost a, ni cenilka
za a, ker ni opazljiva.

c. (5) Utemeljite, kdaj je delez a sploh mozno nepristransko oceniti.

Resitev: Iz prejsnje tocke vemo, da je delez mozno nepristransko oceniti, brz ko
je pa +pp # 1. Ce pa je pa + ps = 1, pogojno na Sa vsaka oseba z enako
verjetnostjo pa odgovori, da je tipa A, in osebe so pri tem neodvisne. Skupna
pogojna porazdelitev odgovorov oseb, izbranih v vzorec, je torej enaka ne glede
na Sa, kar pomeni, da je to tudi skupna brezpogojna porazdelitev odgovorov.
Ta pa je neodvisna tudi od a. Odgovori izprasanih oseb pa so poleg konstant
edina informacija, ki jo imamo pri ocenjevanju na voljo: vsaka cenilka mora biti
funkcija odgovorov izprasanih oseb. Ker je skupna porazdelitev neodvisna od a,
mora to veljati tudi za pricakovano vrednost katere koli cenilke. Pricakovana
vrednost torej ne bo vedno enaka a, kar je pogoj za nepristransko cenilko.

Sklep: nepristranska cenilka za a obstaja natanko tedaj, ko je pa + pp = 1.
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d. (5) Izracunajte var(Ra | Sa).

Resitev: Pogojno na S4 je Ra vsota dveh neodvisnih slucajnih spremenljivk s
porazdelitvama Bin(Sa,pa) in Bin(n — Sa, 1 — pg). Sledi

var(Ra | Sa) = Sapa(l —pa) + (n — Sa)pp(1l — pp) -

e. () Izracunajte standardno napako vase cenilke deleza a.
Namig: Sa ~ HiperGeom(n,aN, N).
Resitev: Najprej s pomocjo dekompozicije variance izracunamo

var(Ry) = E(Var(RA | SA)) + VaT(E(RA | SA))
= pa(l = pa) E(Sa) +ps(1 — ps) (n — E(Sa))
+ (pA +pB — 1)2var(SA) .

Iz hipergeometrijske porazdelitve dobimo

N
E(Sa) =na in var(Ss) = n na(l —a),
N -1
torej
var(R4)
N —n

=n {apA(l —pa)+ (1 —a)ps(l —pp) + a(l —a)(pa + ps — 1)2} .

N -1
Iskana standardna napaka pa je

var(R4)
nlpa+pp — 1
1 Tapa(l —pa) + (1 —a)ps(1 — pp) N_na . 1/2
-7 Y qati-a]

(pa+pp—1)? N -1

~

£

se = y/var(
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3. (25) Opazovane vrednosti naj bodo pari (x1,y1), ..., (Tn,yn), n > 2, za katere
privzamemo, da so vzorec neodvisnih realizacij neizrojene dvorazsezne normalne po-

razdelitve N(0, X), kjer je
a b
2o (2 L),

a > 01in b € R pa sta neznana parametra.
a. (15) Poiscite cenilki za oba parametra po metodi najvecjega verjetja.

Resitev: Najprej izracunamo

Gt =1, s (T b))
’ -b a

Oznacimo Se x = (x1,...,T,) iy = (Y1,-..,Yn). Funkcijo verjetja tako lahko
zapisemo kot

1\" 14 b? — “ a4 —
L(a,blx,y)=|— ) exp| ———— g xz—i—b E Tplp — = g y,% )
2 2a 2
k=1 k=1 k=1
Ce oznacimo
m :lgn x> m :lE” TrYk m Zlgn y2
X n k> Ty n p ) vy n p k>

lahko logaritem verjetja zapisemo v obliki

(14 b2) My, am
=t bmy, — —2 | .

la,blx,y) =n (— log(27) —

2a
Odvajamo:
o n (1+b2)mm_ or _bmm_i_
da 2 a? My | ob a My

i ko izenacimo z ni¢, po nekaj racunanja dobimo ustrezni cenilki:

ml’.’,t

2
\/mfﬂ?myy — My

Mgy

=
\/mmmmyy — My

e

a=

b. (10) Izra¢unajte aproksimativni standardni napaki obeh cenilk pri velikem
VZOorcu.

Resitev: Ce se omejimo na en sam opazen par (x,y), so drugi parcialni odvodi

enaki
o4 (1+0v*)z? loal4 ba? %0 z?

0a? a3 ’ d9adb a2’ ob?
Ce opazeni par (x,y) nadomestimo s slucajno spremenljivko (X,Y) in uposteva-
mo, da je E(X?) = a, dobimo Fisherjevo matriko
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ki ima inverz

_ a> ab
I7(a,b) = (ab 1+b2> ‘

Aproksimativni standardni napaki sta torej:

, o V1D
in se(b)——\/ﬁ :

se(a) =

Si=
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4. (25) Privzemite regresijski model
Y =XB+Zu

kjer je Z matrika velikosti r x n ranga r in velja n > r, za u pa velja E(u) = 0 in
var(u) = oL

a. (15) Pokazite, da je

1

8= (X"(zz")'X)"'X"(zz") 'Y
najboljsa nepristranska linearna cenilka za (3.

Resitev:
Prvi nacin: neposredno. Nepristranskost lahko takoj preverimo. Naj bo ,@ =LY
alternativna linearna nepristranska cenilka. Iz

E(B) =LXg
2a vse B sledi LX = 1. Racunamo
var(8) = var(8 — 8+ B)
= var(B) +var(B — B) +2cov(B - B,8) .
Cenilka B bo najboljsa, brz ko bo kovarianca na desni enaka 0. Upostevajoé
cov (Y,Y) = o?ZZ"
izracunamo, da je to res:
cov(B — B,8) =
- (L — (XT(zz") X)) XT(ZZT)—1> cov(Y,Y)-
- ((XT(ZZT)—lx)‘1 XT(ZZT)—1>T
= 52 (L — (x"(zz")'x) " XT(ZZT)—1> 777
(2Z")"'X (XT(2Z7)"'X) "
— o2 (L — (XT(zz")'x) ™! XT(ZZT)—l) X (X7 (2z")'Xx)""

1

- (LX — (XT(zz")'X) XT(ZZT)*X) (X"(2Z")'X)~

— (I-T) (X"(2Z")"'X) "
=0.

Drugi nacin: prevedemo na standardno linearno regresijo. Razlika je namrec le v
tem, da sum Zu nima kovariancne matrike o1, temvec¢ o*ZZT. Ce definiramo
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Y' = (ZZ")7V?Y, X' = (ZZV)V?X in e = (ZZV) 7?2, velja Y' = X'B + ¢,
kar je standardni linearni regresijski model, saj je:
var(e) = (ZZ7)"Y?Zvar(u) Z7(ZZ")~1/?
= o*(2Z")"*Z21Z" (2Z") '
=o°l.
Seveda se linearne cenilke v podanem nestandardnem modelu ujemajo z linearni-
mi cenilkami v prirejenem standardnem modelu, nepristranskost in standardna

napaka pa sta tako ali tako univerzalna poyma. Zato je iskana cenilka tudi naj-
bolysa nepristranska linearna cenilka v prirejenem standardnem modelu, to pa

Je:
B — (X/Txl)_lxlTYl
_ (XT(ZZT>_1/2(ZZT)_1/2X)71XT(ZZT)_1/2(ZZT)_1/2Y
— (X"(2Z")"'X)"'X"(ZZ")'Y .

Opomba. MnoZenje z Z=* dani model prav tako prevede na standardnega, a za
to mora biti matrika Z obrnljiva, to pa je res le zan =r.

. (10) Naj bo
a=2"(22")"(Y - XB)

cenilka za u. Izracunajte R
cov(u, 3).

Resitev: Racunamo

cov(u, 3) =
— 77(ZZ7)! (I - X (XT(zz")"'x)"! XT(ZZT)’l)cov(Y, Y)-
(ZZ7)'X (XT(ZZ7)'X) "
= 2 Z7(2Z")" <I ~ X (X7(2Z")'X) " XT(ZZT)*).
L ZZ7(ZZ7) X (XT(Z2ZT) ' X)
~0.



