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1. (25) Znani angleski statistik M. G. Kendall v svojem obseznem ¢lanku The Random
Character of Stock Market Prices pravi:

... dnevno zaporedje cen delnic zgleda “blodece”, kot da bi nek skrat vsak
dan nakljucno izbral stevilo iz velike skatle, ki ima povprecje 0 in nek
standardni odklon, in to izbrano stevilo pristel ceni delnice prejSnega dne.

Predpostavite, da je povprecje skatle res 0, standardni odklon pa 2. Razlika cene
delnice na zacetku leta in na koncu leta je tako enaka vsoti 365 naklju¢no izbranih
Stevil iz te skatle.

a. (5) Recimo, da je bila cena delnice na zacetku leta enaka 150 (v ustreznih enotah).
Koliksna je priblizno verjetnost, da bo na koncu vredna 180 ali vec?

Resitev: Potrebno je izracunati verjetnost, da bo vsota 365 nakljucno izbranih
stevil iz Skatle enaka 10 ali vec. Z uporabo centralnega limitnega izreka racunamo

5365 > 30 )

P(Sss >30) = P
(Si05 2 30) (\/365 2= 2./365
~ P(Z>0,79)

= 0,21.

b. (10) Nekdo vam ponuja naslednjo stavo: na zacetku leta je cena delnice 100. Ce
bo cena delnice na koncu leta 110 ali ve¢, ti placam 20 enot, e ne pa ti meni
placas 5 enot. Kaj menite o tej stavi?

Namig: Koliksen je vas pricakovan dobicek?

Resitev: Najprej izracunamo verjetnost, da bo vrednost delnice na koncu leta 110

ali vec.
S365 10 )
P(Ss: > 10) = P >
(S05 2 10) (2 V365 — 2-/365

~ P(Z>0,26)
= 0,40.

Torej bo nase izplacilo z verjetnostjo 0,4 enako 20, z verjetnostjo 0,6 pa —5.
Pricakovano izplacilo je 5. Stavo s pozitivnim pricakovanim izplacilom seveda
vedno sprejmemo.

c. (10) Recimo, da bo skrat vsakemu stevilu v skatli dodal stevilo a. Koliko mora
dodati, da bo z verjetnostjo 0,9 cena delnice na koncu leta visja kot na zacetku.

Resitev: Pouvprecje se z dodajanjem a poveca za a. Racunamo

Sn —na ay/n’\ CLT

)
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1z tabel dobimo, da bi moralo bit:

—af:—m&

Sledi a ~ 0,13.
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2. (25) Dva statistika iz populacije velikosti N izbereta vsak svoj enostavni slucajni
vzorec velikosti n. Najprej ga izbere prvi in enote vrne v populacijo, nato pa neodvisno
od prvega Se drugi. Predpostavljamo, da je 2n < N. Na$ vzorec je unija vzorcev
obeh statistikov. Populacijsko povprecje ocenimo z vzorénim povprecjem. Oznacite
slu¢ajno velikost vzorca z Ny.. Vzoréno povpreéje oznacite z X. Populacijsko povpreéje

in populacijsko varianco oznacite z p in o2

a. (5) Izracunajte E(X|Ny).

Resitev: Pri dani velikosti vzorca je zdruceni vzorec enostavni slucajni. Ker
je wvzorcéno pouvprecje za enostavni slucajni vzorec nepristranska cenilka popu-
lacigskega povprecja, je

E(X|Ny) =p.

b. (5) Izracunajte var(X|Ny).
Resitev: Iz istega razloga kot v prvem delu je

- o> N — N
Var(X’Nv) = N_V . N——lv

1
=F
“ (n—i—Y)’

kjer je Y ~ HiperGeom(n, N —n, N). Izracunajte var(X). V izrazu bo nastopala
koli¢ina a.

c. (10) Oznacite

Resitev: Slucajna spremenljivka Ny ima enako porazdelitev kot n +Y , zato bo

()

Po formuli za razcep variance sledi
_ 2 N
ar(X) = s <_ - 1) |

kar se poenostavi v
Var(X) = (]VO-—_]-)(NCL — 1) .

d. (5) Predlagajte nepristransko cenilko populacijske variance 2.

Resitev: Po tocki b. bo nepristanska cenilka

. N-1 o
7w &

=1

kjer so Xi,..., XN

v opazovane vrednosti v zdrucenem vzorcu.
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3. (25) Opazovane vrednosti naj bodo pari (x1,41),- - ., (s, yn). Predpostavljamo, da
so pari nastali kot neodvisni sluéajni pari (X1,Y),...,(X,,Y,) z gostoto

1 _ (y—t2)?
e 202z

f(xvy) =e "

oV 2rx
za v > 01in —oco < y < 0o ter o2 > 0. Kot znano upostevajte, da je spremenljivka

Y —6X
VX

porazdeljena normalno N(0, 0?) in neodvisna od X.

Z

a. (5) Poiscite cenilki parametrov 6 in 0 po metodi najvecjega verjetja.

Resitev: Logaritemska funkcija verjetja je

20’223k
k=1 k=1

Parcialno odvajamo in dobimo

06 Z o2
k=1
ol - — Oz,)?
. n 4 Z (YK )

Jo o o3z,
k=1

Izenacimo parcialna odvoda z 0. Iz prve enacbe sledi
0 — ZZ:1 Yk
n
Zkzl Tk
1z druge pa

n

52 — 1 i (yx — Ozy)? .
=1

Tk

b. (10) Izracunajte Fisherjevo matriko informacije in navedite aproksimativni stan-
dardni napaki cenilk # in 6.

Resitev: Racunamo zan = 1:

o0 oz
57 = ot
0 2y—9x
00 0o o3

0?0 1 5 (y — 0x)?

do?2 o2 oty
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Nadomestimo x z X iny zY . Iz prve naloge razberemo, da je X ~ exp(1l), torej

je
20 E(X) 1
FE {@(0,0‘|X,Y):| = — 0_2 ——;

Pri izracunu preostalih dveh pric¢akovanih vrednosti si pomagamo z namigom:

0% 2E(ZVX)
E {aea (9,0|X,Y)} ———— =0,
¢ 1 3B(Z?) 2
E[W(e olX, Y)} S i =

Fisherjeva matrika je tako enaka

16.0) = (

ocenjent standardni napaki pa sta enaki

se(f) =

oY=

).

o o

7 in se(d) = ok

lew o

c. (10) Izracunajte eksaktno standardno napako cenilke 0. Kot znano upostevajte,

da je porazdelitev Y, _, Y; pogojno na y ,_, X; = x normalna s parametroma

Ox in o2x.

Resitev: Iz namiga razberemo, da je
O (Zk 1Yk)
Zk 1 X
Zk 1 Ve
= F X
(Zk 1 Xk | Z

- E T leHZXk]

k=1

m

Po formuli za razcep variance je

~ 1
var(f) = o°E (n—> .
k1 Xk
Vemo, da je > ;. Xy ~T'(n,1). Sledi

Flspm) m e T e
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Sledi
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4. (25) Privzemite regresijski model
Y = X3+ €,

kjer je E(e) = 0 in var(e) = o?(I + all”) za a > 0. Privzamemo, da je konstanta a
znana in je X matrika velikosti n X m z rangom m.

a. (10) Najdite najboljso nepristransko linearno cenilko 3.
Namig: poiscite ¢ € R, za katerega je

(I+a11") (T4 c11") =1.

Resitev: Naj bo B poljubna linearna nepristranska cenilka parametra 8. Iz te
predpostavke sledi, da je

B=LY
2a neko matriko L, ki zadoica
LXB = 3.
Racunamo
var(8) = var(8 — B+ B)
= var(ﬁ B) + var(B) + 2cov (8 — B, B).
Oznacimo

A=(I+all") in C=I+c11"
ter izracunamo
AC =T1+al1” +c11” + ac1111" =1+ (a + ¢ + nac)11” =1.

Z upostevanjem cov (Y,Y) = 0?A izracunamo $e
cov (B _ 8, B) = cov (( (XTCX)~ XTC) Y, (X7CX) ™ XTCY>
= o* (L~ (X"CX) ™' X"C) ACX (XCX) '
—¢?(LX — 1) (X"CX) ™
=0.
Trditev sledi kot v izreku Gauss-Markova.
b. (15) Popravite cenilko >";'_, €% tako, da bo nepristranska za parameter o?.
Namig: pomagajte si z lastnostmi sledi matrik.

Resitev: Ena od moznosti je, da cenilka temelji na normi reziduala

€1
€2

=Y -Xz3

N>
I

> .«
3



Statistics, 2019/2020, E. Langerholc, M. Perman

Velja
A_< T 5T
é— (1-X(X"CX)"'X"C)e
m
&= (Y -XB8)" (Y - XB)

k=1

e (1- exX(XTCX) 'X") (I- X(X"CX) 'XC)e
=81/ (T- CX(X"CX) X" (1= X(X'CX) "X C)ee” |

Ker je ee!’ = 0?A, je nadalje

k=1

E (zn: gi) — 0?81 (T CX(X"CX)™'X") (T- X(X"CX) ' X"C) A
= o?SI(A — X(X"CX)'XT) .

Sledi, da je
1 n
5_2 ~2

" SI(A - X(XTCX) 'XT) &

nepristranska cenilka za 0.



