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1. (20) Naj bodo X, X3, X3, X, take slu¢ajne spremenljivke, da so X, Xo—aX;,X3—
aXs in Xy — aX3 neodvisne za znan a. Predpostavite, da je E(X;) = 0 in var(X;) =1
zai=1,2,3,4.

a. (10) Izracunajte F(X,|X7).
Namig:
X4 = X4 — CLX3 + CL(Xg — GXQ) + CL2(X2 — CLXl) + CL3X1 .

Resitev: Oznacimo
ZQZXQ—CLXl, ZgZXg—CLXQ, Z4:X4—CLX3.
Sledimo namigu in izracunamo

E(X4’X1) =
E(Zy+ aZs + a*Zy + a* X, | X4)
E(Z4]X )+ aE(Z3|X1) + a*E(Zy| X,) + a* B(X1] X))
= E(Z)) + aE(Z3) + a*E(Zy) + a* X,
= E(X,) — aE(X3) + aB(X3) — a’E(Xy) + a*E(Xs) — a*E(X;) + a® X,
=aX.

Tretja vrstica sledi zaradi linearnosti, cetrta zaradi neodvisnosti slucajnih spre-
menljivk Zy, od X,. Na koncu upostevamo Se, da zai = 1,2,3,4 velja E(X;) = 0.

b. (10) PokaZite, da je E(X1X4‘X2,X3) = anE(X1|X2,X3).

Namig: pogojujte nagprej na Xy, Xo, X3.
Resitev: 'V skladu z namigom najprej izracunamo

E(X1X4’X17 X27 X3) = XlE(X4|X17 X27 X3)

=Xi [E(Z4|X1, X, X3) + aBE(X3| Xy, Xo, X3)] .

Vemo, da je Z4 neodvisna od trojice (X1, Za, Z3). Toda ker je Xo = Z5 4+ aX; in
X3 = Zz+aZy+a* Xy, mora biti Zy neodvisna tudi od trogice (X1, Xa, X3) (trojici
(X1, Xo, X3) in (X1, Za, Z3) nudita isto informacijo). Sledi E(Z4| X1, X, X3) =

E(X1X4‘X1,X2,X3) = aX1X3 .

Zdaj pa uporabimo lastnost gnezdenja in dobimo
BE(X1X4] X5, X3) = E(E(X1X4!X17X27X3) ‘ X27X3)
= G,E(Xng‘XQ,Xg)
= CLX3E(X1|X2, Xg) .
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2. (20) Vcasih je tezko dobiti postene odgovore na delikatna vprasanja kot npr. ‘Ste
kdaj uporabljali heroin?’ ali ‘Ste kdaj goljufali na izpitu?’ Da bi se izboljsala pris-
transkost odgovorov, so uvedli metodo randomiziranega odgovora. Anketirancu se
nakljuc¢no dodeli ena izmed izjav:

(1) ‘Imam lastnost A.’
(2) ‘Nimam lastnosti A.’

na katero potem odgovori z DA ali NE. Anketar ne ve, na katero izjavo je odgovarjal
anketiranec. Privzamemo:

da anketiranci tvorijo enostavni slucajni vzorec;
da se jim vprasanja dodeljujejo neodvisno;
da je dodeljevanje izjav neodvisno od vzorcenja;
da anketiranci na izjave odgovarjajo po pravici.
Naj bo:
e p verjetnost, da je bila posameznemu anketirancu dodeljena izjava (1); ta ver-
jetnost je znana iz nacrta poskusa;
e ¢ delez oseb v populaciji, ki imajo lastnost A;
e 1 verjetnost, da posamezen anketiranec odgovori z DA;
e R delez anketirancev, ki so odgovorili z DA.

Zvezo ‘posamezen anketiranec’ je potrebno razumeti tako, da anketirance v vzorcu
osteviléimo z 1,2, ..., n, nakar za fiksen ¢ govorimo o i-tem anketirancu.

a. () Izrazite r s p in ¢ in pokazite, da je R nepristranska cenilka za r.

Resitev: Ker gre za enostavno slucajno vzorcenje, ima vsak fiksen anketiranec
lastnost A z verjetnostjo q. Ker je dodeljevanje neodvisno od vzorcéenja, je do-
godek, da se anketirancu dodeli izjava (1), neodvisen od dogodka, da ima anke-
tiranec lastnost A. Zato in ker anketiranci odgovarjajo po pravici, je pogojna
verjetnost, da anketiranec odgovori z DA, ¢e vemo, da se mu je dodelila izjava
(1), enaka q; podobno je pogojna verjetnost, da anketiranec odgovori z DA, ce
vemo, da se mu je dodelila izjava (2), enaka 1 —q. Izrek o polni verjetnosti nam
tako da izrazavor =pqg+ (1 —p)(1—q) =1—p—q+ 2pg.

Da je R nepristranska cenilka za r, vidimo tako, da izrazimo R = % Yo L, kjer

je I indikator dogodka, da i-ti anketiranec odgovori DA. Prej smo pokazali, da
je E(I;) =1 za vse i. Sledi E(R) =r.

b. (5) Predlagajte nepristransko cenilko za ¢. Kdaj je to sploh mozno? Izrazite
varianco predlagane cenilke z var(R).

Resitev: Velja
o pt+r—1
o 2p—1
od koder dobimo cenilko
_ptR-1

¢ 2p—1
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Dokazali smo, da je R nepristranska cenilka za r. Ker se q linearno izraza z r
n Q na isti nacin z R, je tudi QQ nepristranska cenilka za q. Velja se

var(R)

(2p—1)*
Zgornji postopek je seveda moZen le za p # 1/2. Za p = 1/2 pa pogojno na
izbiro anketirancev vsak odgovori DA z verjetnostjo 1/2 in anketiranci so med
seboj neodvisni. To potem velja tudi brezpogojno. Torej je porazdelitev odgovorov
anketirancev neodvisna od q. Kakrsno koli cenilko bi konstruirali, bi bila torej

njena pricakovana vrednost enaka pri vseh q, torej ne bi mogla biti enaka q za
vse q. Prip = 1/2 torej nepristranska cenilka ne obstaja.

var(Q) =

. (5) Naj bo N4 stevilo vseh anketirancev z lastnostjo A, zajetih v vzorec, Np pa
naj bo stevilo vseh anketirancev, zajetih v vzorec, ki na zastavljeno vprasanje
odgovorijo DA. Izracunajte E(Np|N,) in var(Np|Ny).

Resitev: Za vsako podmnoZico M cele populacije oznacimo z Ny; Stevilo ele-
mentov te mnozice, izbranih v vzorec. Tedaj je Np = Nanp + Nacnp. Pogojno
na Na sta Nanp ~ Bin(Nga,p) in Nacnp ~ Bin(Nae, 1 — p) neodvisni slucajni
spremenljivki. Sledi

E(Np|Na) =Nap+ Nac (1 —p) = (2p—1)Na+n(l —p),
var(Np|Na) = Nap(1l —p) + Nae p(1 —p) = np(1 —p).

. () Izracunajte var(R).

Regitev: Dovolj je izracunati var(Np), saj je R = Np/n, torej
var(R) = var(Np)/n?*. Pigimo

var(Np) = E(var(Np|Na)) + var(E(Np|Na)) .
1z prejsnje tocke takoj dobimo
E’(var(ND|NA)) =np(l—1p).

Nadalje iz teorije vzoréenja vemo, da je

N —n
var(Na) = 5—=nq(1 —q),
od koder sledi
N —n

var(E(Np|Na)) = n(2p —1)%q(1 — q).

N —1
Upostevamo, da je R = Ng/n, sestavimo skupaj in dobimo

p(1 —p) L N-on (2p —1)%q(1 - q)
n N -1 n '

var(R) =
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3. (20) Predpostavite, da so opazovane vrednosti xi,...,X, nastale kot med sabo
neodvisni, enako porazdeljeni d-razsezni vektorji Xy,...,X, z X, ~ N(u,0%I) za
k=1,...,n. Parametra pu in o2 sta neznana.

a. (10) Najdite cenilki parametrov g in 02 po metodi najvecjega verjetja.

Resitev: Logaritemska funkcija verjetja je
W, O|X1,. .., X, 0 ndlog o E X — @) (X — ) -
) 1, ) 2 g g 252 - k k

Ce vektorje zapisemo po komponentah:

p,:(,ul,...,,ud), Xk:(l’kl,...,xkd>,

dobi logaritemska funkcija verjetja obliko

n d
nd 1
C(p,olX1,. .., Xp) = —710g(27r) —ndlogo — 557 2 ZZI: Ty —
Parcialno odvajamo po iy, ..., g in o in izenacimo z nic. Dobimo enacbe
1 <« .
52 (xg— ) =0; [=1,2,...,d
k=1

m
n d
E Trl — =0.

k=1 l=1

1
P 63

Iz proe enacbe sledi fiy = = > ") @y =: T oziroma fo = + ' X, = X, iz druge
Pa
1 n d 1 n
= @ZZ(ZL’M —Zfl)Q = %Z(Xk —X)T(Xk —}2) .
k=1 I=1 k=1

b. (5) Popravite cenilko parametra o® po metodi najvecjega verjetja tako, da bo
nepristranska, in izracunajte varianco te nepristranske cenilke.

Namaig: ¢e so Yy, ..., Y, neodvisne in enako normalno porazdeljene slucajne spre-
menljivke z varianco o® in je Y = -3 1 | Yy, je

n

Z (Y — Y)Q ~a*i(n—1).

k=1
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Resitev: Iz lastnosti vecrazsezne normalne porazdelitve sledi, da so vse slucajne

spremenljivke Xy, k=1,....,n, [ =1,...,d, neodvisne. Torej je vsota:
d d n
>0 K = 3D (K
k=1 1=1 I=1 k=1

vsota d neodvisnih sluc¢ajnih spremenljivk s porazdelitvijo o®x?(n — 1), ta pa ima
porazdelitev o> (d(n — 1)) To pomeni, da je pricakovana vrednost vsote enaka
o%d(n —1). Iskana nepristranska cenilka je torej

n

<9 1 T _
o :mZ(Xk—X) (Xk_x):n—la .

k=1

Isti argument uporabimo za izracun variance: wvarianca vsote je 20td(n — 1),
varianca iskane cenilke pa je enaka

204

var(6?) = =1

. (5) Navedite eksakten interval zaupanja za parameter p; pri stopnji tveganja
a € (0,1).

Resitev: Iz predpostavk sledi, da je 62 neodvisna od X. Po definiciji Studentove
t-porazdelitve so komponente kvocienta

JnX

o

porazdeljene po Studentovem t-zakonu z m = d(n — 1) prostostnimi stopnjami.
Eksakten interval zaupanja bo torej dolocen s krajiscema
o

/11 :I:ta

)

N

kjer je t, tak, da je
Pty <T <ty) =

T pa je slucajna spremenlyivka, ki ima Studentovo t-porazdelitev z m prostostnimi
stopnjams.
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4. (20) Predpostavite, da so opazovane vrednosti xi,...,x, nastale kot med sabo
neodvisni, enako porazdeljeni d-razsezni vektorji Xy,...,X, z X, ~ N(u,0%I) za
k=1,...,n. Parametra pu in o2 sta neznana. Preizkusiti Zelimo domnevo

Hy: p =1 proti Hi:pTp#1.

a. (10) Najdite testno statistiko po metodi kvocienta verjetij in navedite njeno
aproksimativno porazdelitev.

Resitev: Logaritemska funkcija verjetja je

nd 1
C(p,olxy,. .. x,) = —7log(27r) —ndlogo — o~ (xk — p)" (x5 — ) -
k=1

Ce vektorje zapisemo po komponentah:

ll’:<lu’17”'7,ud)7 Xk:(xk17"'7xkd)7

dobi logaritemska funkcija verjetja obliko

n d
nd 1
E(H7U|X1a--wxn):_710g(2ﬂ)_"d10g0—@ (zr — )’
k=1 I=1

V' sirsem modelu funkcijo verjetja maksimiziramo tako, da parcialno odvajamo

PO i1, ..., [q n O ter izenacimo z nic. Dobimo enacbe
1 n
Y (l’kl—ﬂl)—07 l:1,2, ,d
k=1
m
n d
— = T 3 T — ) =Y.
g o3
k=1 I=1
v s ] n .= . ~ 1 n e
Iz proe enacbe sledi fi; = = Y " T =: Ty oziroma i = = > ¢ | X =: X, iz druge
pa
n d

1 & o7 B
1$k1—$l —w;(xk—x) (xx —X) .

k=1 I=

Ocena je v skladu z nasim modelom, brz ko je 62 > 0, to pa je takrat, ko sta vsaj
dve opazeni vrednosti Xq, . ..,X, razlicni.

.- . .. T . . d 2 .
V 0Zjem modelu, ko imamo omejitev u* p = 1 oziroma Y ;_, i = 1, gre na vsaj
dva nacina.

Prvi nacin. Nastavimo Lagrangeovo funkcijo z multiplikatorjem a:

F:—%llog(%r)—ndloga— szkl L) —aZul

k=1 =1
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Ce cenilki v tem primeru oznac¢imo s & in fi = (fi1y ..., fta), po odvajanju dobimo
enacbe

1 o 3 i

_ﬁ (a:kl—m)—aul:O; l:1,2,...,d
k=1
m
nd 1 =
~\2

Prvo serijo enacb prepisemo v vektorski obliki
(n —aé?®)f1 = nx.

Ta enacba pa je v nasem kontekstu ekvivalentna zahtevi, da sta p in X koli-
nearna. BrZ ko namrec¢ obstaja ustrezni ¢ > 0, obstaja tudi ustrezni Lagrangeov
multiplikator a in z njim faktor v enacbi.

Ce je X # 0, sta fu in X kolinearna, ce je

X . X

p= =

xT'x

Prava cenilka pa je le prva, saj za vsak o > 0 velja:

E(L,U‘xl,...,xn)—€<— X ,a‘xl,...,xn)
vxTx vVxTx
n _ T — — T —
1 (“—" ) (2 7m) - (- 7am) (v 75m)
g xT'x g xT'x * xT'x xT'x

Iz enacbe z odvodom po o dobimo Se cenilko za ta parameter:

= LS e ) )

in ta je v skladu z nasim modelom (torej strogo pozitivna), brz ko sta vsaj dve
opazeni vrednosti razlicni ali pa so vse enake, a ne enotske.

Ce pa je x = 0, sta fi in X kolinearna pri poljubnem fi. Vrednost cenilke & pa je
neodvisna od [, saj je v tem primeru

n

~ 1 n R n R R R 1 n 1
7 = g | Do = Do = S AT | = S e+
k=1 k=1 k=1 k=1
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Drugi nacin. Opazimo, da je, ce je verjetje maksimalno, izraz

n

Z (xi — )" (3 — 1)

k=1
minimalen. Ta 1zraz se ob upostevanju omejitve poenostavi v
n
g xX}xp —2npu'x +n.
k=1

To pomeni, da moramo maksimizirati p’x, seveda pri danem pogoju. Ce je
x # 0, maksimum nastopi pri

H=p=——,

ce pa je X = 0, je 1zraz neodvisen od p. Dobili smo torej isto kot pri prvem
nacinu. Vstavimo v verjetje, maksimiziramo Se po o in spet dobimo isto cenilko
kot pri prvem nacinu.

Wilksova testna statistika A se izraZa z maksimumoma logaritemske funkcije ver-
jetja v sirsem in oZjem modelu. Opazimo, da je ta maksimum tako v Sirsem kot
tudi v oZjem modelu enak

%l log(2m) — ndlogo — T%d :

kjer o nadomestimo z ustrezno cenilko. Iz tega lahko izrazimo Wilksovo testno

statistiko X\ kot
5.2
A = ndlog (A—2> :
o

Omejitev odvzame eno dimenzijo, zato bo aproksimativna porazdelitev testne
statistike x*(1).

Opomba. Wilksova testna statistika je nedefinirana, ce so vse opaZene vrednosti
X1,...,X, enake. Toda ta dogodek ima po modelu vselej verjetnost nic.

. (10) Privzemite, da je 02 znana in da je 0 = 1. Pokazite, da je v tem primeru
2
Azn(l—\/}ZTi> .

Kot znano privzemite, da je porazdelitvena funkcija slucajne spremenljivke
VxTx, e Hy velja, enaka F(z), kjer je F zvezna funkcija z F'(0) = 0, ki je strogo
monotono narascéajoca za x > 0. Obrazlozite, kako bi s pomocjo F(z) nasli tak
Ao, da bi pri dani stopnji tveganja a € (0, 1) veljalo

PHO(A>)\Q):CK.
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Resitev: Iz racunov prvega dela sledi, da sta oceni za p tudi v spremenjenem
girsem in oZjem modelu enaki i = X in o = X/VXIX. Vstavimo v funkcijo
verjetja in dobimo

N———

A= 2<£(ﬂ, Uxt, -3 %0) — L0 1%, - %)

_ T _

X X
z oY (v ) (xem 2 )

X X XX

_ ]_ T_ 1 _T n _T_
= X X + X X —NX X — XX — X X+ —-X X
=n (iTi —2VXTx + 1)
2
=n (v xI'x — 1)
(tokrat je ta statistika definirana za vsak nabor opaZenih vrednosti Xy, ...,Xp).

Nicelno domnevo zavrnemo, ce je A > A\, kar je natanko tedaj, ko je
—= L Aa
VXTx <1 —14/— ali VXTx>144/—.
n n

Izbrati moramo tak A, da bo zgornja neenakost veljala z verjetnostjo «, ¢e Hy
drzi. Verjetnost zgornjega dogodka je enaka

W [ Aa
F(l— —)+1—F<1+ —)
n n
Zgornji izraz je zvezna in strogo padajoca funkcija spremenljivke Ao > 0 (Geprav
sama F ni povsod strogo naraséajoca). Nadalje je zgornji izraz pri A\, = 0 enak

1 @n gre proti nic, ko gre A\, proti neskoncéno. Zato obstaja natanko en A, za
katerega je ta izraz enak o, in to je zahtevani prag za eksakten test.

10
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5. (20) Dan je statisticni model
Yi=a+bry+e; k=01,...,n,

kjer so xy, ..., x, konstante, Yy, ...,Y, opazene vrednosti, a in b parametra, €g, ..., €,

pa Sumi. Za slednje privzamemo, da je
Ele,) =0 in cov(e, g) = plllo?

za vse k,l € {0,1,...,n}; tuje p € (—1,1) Se ena konstanta modela, o > 0 pa Se en
parameter modela.

a. (10) Dokazite, da obstaja taka konstanta v € R, da
Zk:Yk+'7Yk—1; k:1,2,...,n

ustrezajo standardnemu linearnemu regresijskemu modelu. Zapisite matriko tega
modela.

Resitev: Zapisimo

Zy = (1 +7)a + by + vbrj_1 + .,

kjer je mi. = €x + ver_1. To ustreza standardnemu linearnemu regresijskemu
modelu, ¢e imajo 1y, ...,n, enake variance in ce so paroma nekorelirane. Za
k=1,2,...,n izracunajmo

E(ne) = E(er) + vE(ep—1) = 0
m
var(ny,) = var(eg) + 2y cov(ex, €x_1) + 72 var(ep_1)
= (1+27p+17%)0*,
za 1 <k <l <n paizracunaymo

cov(nk, m) = cov(ex, €) + ycov(ex, €1) + vy cov(ep_1,€) + 72 cov(€r_1,€-1)

= (L+p)(v +p)p o

Zay = —pin za vy = —1/p model ustreza vsem predpostavkam in ima matricni
zZapis
Z=XB+mn,
kjer je:
Z1 1+ Y T1 + 7YX n
7 _ Z.2 Cx= 1—|.—’Y £U2‘|'.’YSE1 | BZ{Z}, n— 77.2

Zn, 14+ zp +yTp-1 M

11
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b. (5) Model iz prejsnje tocke ima najboljsi nepristranski linearni cenilki za a in b.
Izracunajte varianci teh dveh cenilk za posebni primer, ko je n = 2 in x, = k za
kE=0,1,2.

Resitev: Varianci cenilk, ki ju dobimo na podlagi modela iz prejsnje tocke, sta
diagonalca matrike:
(14 2yp +~*)o? (XTX)f1 :

Matrika X je obrnljiva, zato lahko izracunamo kar:

(I+y)2 [=l=7 1+9]’
- o 1 5+4y+9* —-B+7)(1+7)
XTX) " = XX Tz—{
XX) A7 G147 2149
Torej je
29+ B+ 4y +97) . o 2(142yp+p?)
var(a) = . : o? in var(b) = ! 5 2
(1+7) 1+7)
Konéni rezultat je odvisen od tega, kateri v izberemo. Pri~y = —p pride:
1 5—4 2 - 2(1
var(a) = (1+p) §+ r) o? in var(b) = —( =0 o?,
(1-p) 1—p
priy = —1/p pa pride:
1 1—4 5p° ~ 2(1
var(a) = (1+p)( [;_l— r) o? in var(b) = —( +7) .
(I—=p) L—p

c. (5) Cenilki iz prejsnje tocke sta najboljsi linearni nepristranski cenilki na pod-
lagi vrednosti 2y, Zs,...,Z,. Sta to nujno najboljsi nepristranski linearni ce-
nilki tudi v prvotnem modelu, se pravi na podlagi prvotnih opazenih vrednosti
Yo, Y1,..., Y7

Namigi:
e Se dajo izvirna opazanja Yy, Y1, ..., Y, Se kako drugace transformirati?

o Razmislite za posebni primer iz prejsnje tocke.
-1

1 p p? 1 1 —p 0
e |p 1 »p = —p 1+p* —p|.
2 1—p?
peop 1 0 —p 1

Resitev: Transformacija iz tocke a. ne ohrani vse informacije o izvirnih opaZangih
Xo, X1, ..., Xy, saj slika v prostor niZje dimenzije. Zato lahko upraviceno sum-
1mo, da cenilki iz prejsnje tocke nista nagboljsi. Transformacija, ki ohrani vso

12
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informacijo, obenem pa izvirni model prevede na standardni linearni regresijski
model, je recimo:

Y =212y = 2712X3 + 272,

kjer je 3 kovariancna matrika izvirnega modela:

1 p p2 n
p 1 p prt
s=1[r p 1 P
_pn pn—l pn—Q .. 1 |

Varianci cenilk 1z tega modela sta diagonalca matrike:

02<(2‘1/2W)T(E‘1/2W))_1 — A(WI'S'W)

kjer je
1 Zo
1 T
W = )
1 =z,

Za predlagani posebni primer po krajsem racunu dobimo

(A+po? [ 5-4p+p> —(1=p)3-p)
2B—p) |=(1=p)B=p) (1-p)B-p)

Sum, da cenilki iz prejsnje tocke nista vedno nagboljsi, je dovolj potrditi na
dolocenem p. Pri p =1/2 varianci cenilk iz te tocke prideta

(Wis—'w) ™' =

~

2

__ 39 2 o2 .

var(a) = j50° in var(b) =

oolw

Varianci iz prejsnje tocke pa pri v = —1/2 prideta

A~

2 2

var(a) = 130° in var(b) = 40",
pri vy = —2 pa prideta

var(a) = 902 in  var(h) = 1802,

Za obe izbiri imata obe cenilki iz prejsnje tocke strogo vecjo varianco, torej res
nista vedno najboljsi.
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6. (20) Berti odpre stojnico z igro s tremi kockami. V vsaki igri, ki stane 1 euro, se
vse tri kocke vrzejo. Ce ne pade nobena Sestica, Berti obdrzi vplacani znesek. Ce
pade natanko ena Sestica, Berti igralcu vrne vplacani znesek in Se en euro. Ce padeta
natanko dve Sestici, Berti igralcu vrne vplacani znesek in $e dva eura. Ce pa padejo
tri Sestice, Berti igralcu vrne vplacani znesek in Se 14 eurov. Privzamemo, da so kocke
standardne in da so vsi meti neodvisni.

a. (10) Izracunajte pricakovano vrednost in varianco Bertijevega dobicka po n igrah.

Resitev: Naj bo X; Bertijev dobicek v i-ti 1gri. Velja:

-14 -2 -1 1
Xi~ (L 15 T @)
216 216 216 216
od koder po krajsem racunu dobimo E(X;) = 1/36 in var(X;) = 2735/1296.
Ce torej z S, oznacimo Bertijev dobicek po n igrah, velja E(S,) = n/36 in
var(S,,) = 2735n/1296.

b. (10) Po priblizno koliko igrah ima Berti s priblizno 95% verjetnostjo pozitiven
dobicek?

Resitev: Oznacimo spet stevilo iger z n. Iz centralnega limitnega izreka sledi, da
mora priblizno veljati

oziroma

i

273

kar je res, ce je n priblizno 7400.



