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NAVODILA

Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite resevanja. Nalog je 6, 5 reSenih
nalog pa je ze 100%. Na razpolago imate 2 uri.

Naloga | a. b. C. d.
1. ° °
2. °
3.
4. ° °
D. °
0. ° °

Skupaj | e ° ° °
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1. (20) Naj bodo X1, X5, ... med sabo neodvisne sluc¢ajne spremenljivke s
P(X;=1)=P(X;=—-1)=1/2. Definiramo Sy =0in S, = X; +--- + X,,.

a. (10) Pokazite, da je za poljubno §tevilo ¢ in A € [0, 7/2) velja

E[cos(A(Spt1 — ) | Xo, ..., X,] = cos(A(S, —¢)) cos A.

Namig: Spi1 = Sy + Xpi1 in adicigski izrek za kosinus.
Resitev: Racunamo

E[cos(A(Spi1 —¢)) | Xo,...,X,] =
= E[cos(A(Xps1+ Sp — ) | Xo, ..., X,]
= E[cos(AX,41) cos(A(S, — ¢)) = sin(AXp11) sin(A(S, — ¢)) | Xo, ..., X]
= cos(A(S, — ¢))E(cos(AX,41)) — sin(A(S,, — ¢)) E(sin(AX,41))
= cos(A\(S, — ¢)) cos A.

b. (10) Izracunajte E[cos(A(S, — ¢))].

Resitev: Uporabimo pravilo, da je E(Y) = E[E(Y | Xo,...,X,)]. Iz prvega dela
naloge sledi, da je

E [cos(A(Sps1 — )] = cos A E [cos(A(S, — ¢))] .
1z te rekurziyje takoj sledi, da je

E [cos(A(S,, — ¢))] = cos(Ac) cos™ A .
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2. (20) Populacija velikosti N naj bo za namene vzorcenja razdeljena v K stratumov
velikosti Ny, Na, ..., Ng. Oznac¢imo z u in o2 populacijsko povprecje in populacijsko
varianco. Oznacimo za i = 1,2,..., K z u; populacijsko povprecje za i-ti stratum in
z o populacijsko varianco za i-ti stratum. Predpostavite, da izberemo stratificirani
vzorec, tako da bo za ¢ = 1,2,..., K velikost vzorca v i-tem stratumu enaka n;.
Oznacimo se w; = N;/N.

a. (b) Prepricajte se, da velja

K K
Z o7 + Z wi(ps — p)*.
i=1 i=1
Namig: Prepisite
K N; K N;
:ZZ Yij — :ZZ yzj_ui+ﬂi_u)27
=1 j=1 =1 j=1

kjer je yi; vrednost spremenljivke za j-to enoto v i-tem stratumu.

Resitev: Prvi nac¢in. Racunamo

K N;

Z (Y5 — ,U)2

7j=1

No?

2

= 11

(yij — mi + i — )

i=1 j=1
K N;
=N (i — )+ 2(ysg — ) (s — ) + (s — 12)°] -
i=1 j=1
Ker je
Ni Nz’
D (Wi — ) =Yy — Nips =0,
=1 j=1
je
K
]\/YO'2 = Z []\QO’Z2 + 0+ Nz(,uz - /L>2] .
=1

Obe strani enacbe delimo z N in enakost sledi.

Drugi nac¢in. Definirajmo slucajno spremenljivko X kot vrednost dane spre-
menljivke na nakljucno izbranem elementu populacije, tako da so vsi elementi
enako verjetni. Nadalje naj bo S stratum, ki mu pripada taisti nakljucno izbrani
element. Tedaj je EB(X) = u, var(X) = o2 ter se E(X|S =1) = u,,

var(X|S =4) =02 in P(S=1) =w; zavsei=1,2,..., K. Zdaj pa se spomnimo
na razcep variance:

0® = var(X) = E(var(X|S)) + var(E(X]S)) .
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Velja
E(var(X|S)) = ZP(S = i) E(var(X|S) | S = 1))
- ZP(S = i) E(var(X|S = 1))

Sluc¢ajna spremenljivka Y := E(X|S) pa je za vsak i = 1,2,..., K na dogodku
{S =i}, ki ima verjetnost w;, enaka p;. Njena pricakovana vrednost je enaka
E(E(X|S)) = E(X) = u, njena varianca pa je po definiciji enaka

var(Y) = var(E(X|S)) = Zwi(ui — ).

i=1
Poberemo skupaj in dobimo zahtevano enakost.

. (5) Recimo, da bi zeleli na podlagi stratificiranega vzorca oceniti populacijsko
varianco 2. Predlagajte cenilko.

.- .- _ . .. . . _ K _
Resitev: Oznacimo z y; vzoréno pouprecje v i-tem stratumu in § = Y . w;y;
cenilko parametra p. Glede na zgornjo formulo bi predlagal

K K
i=1 i=1

2 cenilka variance v i-tem stratumu.

%

Pri tem je 6
. (10) Je predlagana cenilka nepristranska?

Resitev: Za 62 lahko izberemo nepristranske cenilke. Vprasanje o nepristran-
skosti predlagane cenilke se prevede na vprasanje nepristranskosti drugega kosa
formule. OpazZena povprecja y; in § nadomestimo s slucajnimi spremenljivkami
Y in Y in racunamo

B|(Vi- V)| = B} - 297 +77)
=var(Y;) + p? +var(Y) + p? — 2B(Y;Y).
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Zaradi neodvisnosti Y1,Ys, ..., Yx dobimo

E(YY) = Z w; B(Y;Y;)
7j=1

K
= > wimpy +wi E(Y?)

J=Llj#1

K
> wipp; + wilvar(Y;) + p17)
j*1 J#i

- Z <w],uluj) +w; var(Y;) .

Racunamo

> wr[(i-77] -

SR

K
w; (var(Y) + 2 +var(Y) + p? — 2 ( Z wjpi;) + wwar(Y)))
7=1

K
= w;var(Y;) + Z wip? + var(Y) + p?—
i=1 i=1
—2var(Y —QZZU)U)J/MMJ
=1 j=1
K K
= Z wyvar(Y;) + Z wip? + var(Y) + p* — 2var(Y) — 2p°
i=1 i=1

I
£

s
I
—

)? + Z’wz’Var(Yi) —var(Y) .

Cenilka v splosnem ni nepristranska.
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3. (20) Predpostavite, da so podatki 1, s, ...,x, nastali kot med sabo neodvisne
slucajne spremenljivke X1, Xo,..., X, z gostoto
1 _ (1—px)?

za x, pu > 0.
a. (5) Poiscite oceno parametra 1 po metodi najvecjega verjetja.

Resitev: Zapisemo logaritemsko funkcijo verjetja kot

n

n 3w (1 — pay)?
0= logom — 2S5 logay, — ST AR
5 log 27 2; og T}, ; o

Odvajange po p nam da enacbo

n

Z(l — pxg) =0.

k=1
Iskana cenilka je torej
n

e Yot ta,

K|

b. (5) Ali lahko cenilko po metodi najvecjega verjetja popravite tako, da bo nepris-
transka? Kot znano privzemite naslednje:
e Vsota X; + ---+ X, ima gostoto

n (n—pz)?

fn<x) = e =

za x> 0.
e Za a,b> 0 velja

/OO x—5/2€—az—£ dr = \/E(l + 2\/%) 6—2\/E )
0

2b3/2

Resitev: Naj ima X gostoto f,(x). Racunamo

>~ 1
E<%>:n/o ;fn(x)dx
_ 2
\/271' 0
LY -2 R
=n 2 e "
\ 2T n3

1
n

—5/2

2 2
I
T e~ T % dr

Nepristranska cenilka bi bila torej

| =

=< -

S
S |-

(&
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c. (5) Izracunajte varianco cenilke po metodi najvecjega verjetja. Kot znano pri-
vzemite, da za a,b > 0 velja

L/wljwazm:bdx::vﬁ13+6vﬁz+4a@(22ﬁw.
0 465/

Regitev: Za slucajno spremenljivko X z gostoto f,(x) racunamo

2 00,2
E (%) /0 %fn(x) dx

npy ©© 2 2
€ _ _pt n?
nd—— 22T 5 dy
V2 Jo

g € V2m(34 3nu+n*p?)

=N €
V2T nd

3 3

— St
n n

Varianca je torej enaka
. N R
var(fi) = E(i*) = (E(R)” = =+ —.

d. (5) Kaksno aproksimacijo za varianco dobimo za [i z uporabo Fisherjeve infor-
macije? Kot znano privzemite, da je

/ o 2e s dy = ﬁ e2Vab
0 Va

Resitev: Z odvajanjem dobimo, da za n =1 velja

"= —x
Sledi, da je
I(p) = E(X)
6“ > 1 o x 1
= —¢ 2 2dx
V2T /0 x
et 2T _
e . — € M
V2T 2
1
.
Aproksimacija variance po Fisherju je torej
e
n 7

kar je vodilni ¢len v izrazu za pravo varitanco.
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4. (20) Gaussova gama porazdelitev je dana z gostoto

2 y(o—p)>
f(%y):\/—ye‘yeﬂ(“) -
T

za —00 < x < oo iny > 0 ter (g, \) € R x (0,00). Predpostavite, da so opazeni
pari (z1,y1), (z2,¥2), - ., (Tn, yn) nastali kot med seboj neodvisni pari slucajnih spre-
menljivk (X1,Y7),...,(X,, Yy,) z gostoto f(x,y). Preizkusiti zelimo domnevo

Hy: p=0 proti Hy:p#0.

a. (10) Izracunajte oceni i in A po metodi najvecjega verjetja v splosnem in Se
cenilko A za primer, ko je p = 0.

Resitev: Logaritemska funkcija verjetja je
n 2\ - )\ —
t=3log (?> +) (logyx — i) — 5 > yilar — p)?
k=1 k=1
Parcialne odvode izenacimo z 0 in dobimo enacbi

noo1g 9
5—52%(%—#) =0
k=1
m .
Azyk(ﬂﬁk —p)=0.
k=1
1z druge enacbe sledi, da je

,&/ — ZZ:l LYk
ZZ:1 Yk
Vstavimo lahko v prvo enacbo in sledi
n

ZZ:1 ?/k(xk - ﬂ)2 .

V primeru, ko privzamemo u = 0, je ustrezna cenilka dolocena prav s prej ome-
njeno prvo enacbo. Vanjo torej vstavimo p = 0 in dobimo cenilko

\ =

n

X = n— .
Zk:1 xiyk

b. (10) Poiscite testno statistiko po metodi kvocienta verjetij in navedite njeno
aproksimativno porazdelitev pri veljavnosti nicelne domneve H,.

Resitev: Testna statistika je enaka
A= 2[00 ilx.y) — 3, 0fx,y)|

= n(log A — log \) — S‘Zyk(xk — )+ S‘szyk :
k=1 k=1
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Toda iz enach, iz katerih smo dobili cenilke, sledi
;\Z?/k(xk —p)? = Xinyk =n,
k=1 k=1

torej je kar

~

A
A =nlog =.
g)\

Po Wilksovem izreku je aproksimativna porazdelitev te statistike, ce Hy drzi,
enaka x*(1).
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5. (20) Predpostavite regresijski model

Y =X3+e¢€,
kjer je E(€) = 0 in var(€) = 0?V, pri ¢emer je V obrnljiva matrika. Predpostavite,
da je X oblike
1 il
1 =z
X = ?
1 z,
z Y p_; T = 0, znana matrika V pa oblike
V= (1-pI+p11"
zp#—1/(n—1)1in p # 1.
a. (5) Utemeljite, da je
B=(X"VX) ' X"VY
najboljsa nepristranska linearna cenilka parametra 3.
Resitev: Regresijsko enacbo pomnoZimo na obeh straneh z V12 ter oznacimo

Y = VY2Y in podobno za X in €. S tem regresijski model prevedemo na
standardno obliko in po izreku Gauss—Markova lahko zapisemo zgornjo cenilko,
ki je najboljsa.

. (5) Pokazite, da je cenilka iz prvega dela naloge kar obicajna cenilka, kot da bi
bila V identiteta.

Namig: V' je oblike al + b117.
Resitev: Z mnozZenjem dobimo
V(al+b11") = a(1 — p)I + apll” +b(1 — p)117 + bp11711".
Upostevajo¢, da je 171 = n, poenostavimo v
a(l = p)I+ (ap+b(1 — p) + bnp)117.

Sledi, da je

1 P

V= -
l—p (I=p)(1+(n—1)p)

(inverz obstaja, brz ko so izpolnjeni dani pogoji). Racunamo

117

XTV-1X — (an + bn? 0 )

0 ay i, i
in podobno

XTV-1y — <(a +nb) )y Yk) |

@) oy Tk Y

10
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Sledi

A

Y
5= (e o ).
Py kak/ > ket T
Prav to cenilko bi dobili tudi v primeru, ce bi bilo' V = 1: cenilka pride neodvisna
od p.

Opomba. To se je zgodilo zato, ker smo matriko I (poleg mnoZenja z 1 — p)
popravili za matriko, ki tma zalogo vrednosti matrike X oziroma njen ortogo-
nalni komplement za invariantni podprostor (pri simetricnih matrikah je dovolj
preveriti samo enega od omengjenih dveh).

Namig: za poljuben vektor a je aT’a = Sl(aal), za matriki A in B pa velja
SI(AB) = SI(BA).

. (10) Izracunajte

Resitev: Racunamo

= Sl (var(€))

=Sl (c*I-H)V(I-H))
=Sl (c*V(I-H)(I-H))
=Sl (c*V(I-H))
=0”(S1(V) = SI(VH)) ,

kjer je
H=X (X"X) X"
Preprosto je videti, da je S1(V) = n. Nadalje je
SI(VH) = S1((1 — p)H + p11"H)
=2(1—p)+p1TH1
—2(1—p)+p17X (XTX) ' X"1

e o ()0
=2(1—p)+np. )

Sledi

E (Z g§> = (n—2)(1 - p)a®.

k=1

11
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6. (20) Wilcozonov' test sluzi za preizkus domneve, da je porazdelitev dolocene statis-
ticne spremenljivke X simetri¢na okoli izhodis¢a (kar pomeni, da za poljubna 0 < a < b
velja P(—b< X < —a) = Pla < X <D)).

Ce so X1, X, ..., X, opazene vrednosti, najprej po velikosti razvrstimo njihove
absolutne vrednosti: naj bo Y7, Ys, ..., Y, taka preureditev opazenih vrednosti, da je
V1] < |Ya] < -+ < |Y,]. Wilcoxonova statistika je enaka:

sen(V1) + 2sgn(Yz) + - + nsgn(Yy)

kjer je
-1 ;y<0
sgn(y) =49 0 ;y=0
1 ;y>0.
Privzemimo, da so opazene vrednosti Xi,...,X,, neodvisne in enako porazdeljene,

njihova porazdelitev pa je zvezna. Tedaj so z verjetnostjo ena vse opazene vrednosti
razlicne, kar pomeni, da je Wilcoxonova statistika nedvoumno definirana.

a. (10) Ce alternativna domneva trdi, da za vse 0 < a < b velja
P(—b < X < —a) < P(a < X < b) in za vsaj eno izbiro velja
P(—b< X < —a) < P(a < X <), je nicelno domnevo smiselno zavrniti, ¢e je
W > w,. Poiscite priblizno kriti¢cno vrednost w,, ki pri dovolj velikem vzorcu
ustreza dani stopnji tveganja a. Kot znano lahko privzamete, da za ta primer
velja ustrezna posploSitev centralnega limitnega izreka.

Pomoc:

1
1—!—2—1—---—}-77,:%, 12+22+...+n2:

n(n+1)(2n+1)
G :

Resitev: Ker gre za zvezno porazdelitev, so z verjetnostjo ena vse slucajne spre-
menljivke X1, ..., X, in znjimi Y1, . ..,Y, razlicne od ni¢. Ce velja nicelna dom-
neva, so zaradi simetrije vse slucajne spremenljivke sgn(Y7), ..., sgn(Y,) enake
—1 z verjetnostjo 1/2 in 1 z verjetnostjo 1/2. Sledi, da za vse k = 1,2,...,n velja
E(sgn(Yk)) =01n Var(sgn(Yk)) = 1. Po centralnem limitnem izreku je Wilcoz-
onova testna statistika porazdeljena priblizno normalno s pricakovano vrednostjo
0 wn varianco

o nn+1)2n+1)
= : :

6
PW 2z we) ~ 1 - @ (wa\/n(n +1)(2n + 1)) '

Za kriticno vrednost je torej smiselno postaviti

" :\/n(n+1)(2n+1) 31— o)
(0% 6 .

P+2°+--4n

torej je

Frank Wilcoxon (1892-1965), ameriski kemik in statistik

12
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b. (10) Naj bo 0 <6 <1 in naj za vse 0 < a < b velja
P(-b< X < —a): Pla< X <b)=(1-0):6. Priblizno dolo¢ite mo¢ testa
za ta primer, Ce je vzorec dovolj velik. Ustrezne porazdelitve lahko (poleg pos-
plositve centralnega limitnega izreka) privzamete kot znane. V katerih primerih
je sploh smiselno govoriti o moci testa?

Regsitev: Pri danih predpostavkah je plavzibilno, da je P(sgn(Yy) = —1)=1-10
in P(sgn(Yy) =1) =0 zavse k=1,2,...,n Torej za vse k =1,2,...,n velja

E(sgn(Y;)) =20 —1 in var(sgn(Y;)) =46(1 —9),
torej je

n(n+1)
2

n(n+1)(2n+1)
3

E(W)=(20-1) in  var(WW) =20(1 —0)

in iz centralnega limitnega izreka sledi, da je moc testa priblizno enaka

3
80(1 —O)n(n+1)(2n+ 1)

P(W > w,) = 1—® | (2w, — (20 — 1)n(n + 1))\/

O moci testa je smiselno govoriti pri @ > 1/2: takrat namreé velja alternativna
domneva.
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