IZBRANA POGLAVJA 1Z FINANCNE MATEMATIKE
1. SEMINARSKA NALOGA
NAVODILA

Naloge so sestavni del predmeta IPFM. Vedno se lahko obrnete ali na
profesorja ali na asistenta. Od nalog 9. ali 10. si lahko izberete eno. Po
tezavnosti so naloge razdeljene na ve¢ kategorij. Legenda je naslednja:

O Lazja naloga, dopolnjuje snov.
D Zmerno tezka naloga, za katero je potreben razmislek.

® Tezka naloga, za katero je potrebno precej dela in morda tudi brskanje
po knjigah.

ODDAN PRVI DEL NALOG JE POGOJ ZA PISNI IZPIT

1zjAvA: Potrjujem, da so resitve moje delo.

Ime: Podpis:
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1. = @ Naj bodo X;, X5, ..., X, neodvisne, enako porazdeljene strogo
pozitivne slucajne spremenljivke. Predpostavite n > 3. Naj bo J
celostevilska slucajna spremenljivka z vrednostmi v {1,2,...,n}, za
katero velja

P(J = j|X1, Xo, ..., Xn) = 22

kjer je S, = X1 + -+ + X,,.
Definirajte vektor X* = (X7,..., X} ) s predpisom

Xi_{XiJrl, éezZJ

a. Pokazite, da za poljubno omejeno Borelovo funkcijo f: R* — R
velja

E[f(X,, X:, ..., X"

n—1

b. Najbo Sy, = X7 +---+X_,. Pokazite, da za poljubne omejene
Borelove funkcije f,h: R — R in ¢g: R* ! — R velja

E [£(X)g(X")h(S,)] = nE )S(—:f<xl>g<xn1>h<sm> ,

kjer je Xn—l = (Xg,...,Xn) in Sn—l = X2 + .. +Xn

c. Dokazite
E [g(X")Xs,851] = E [9(X7)[S, ] -
d. Sklepajte, da je
E [f(Xn)g(X)|S5_1] = E [f(Xn)ISh_1] E [9(X7)|S;] -

2. == @ Naj bo X slucajna spremenljivka na verjetnostnem prostoru

(Q,F,P)innajbo G C F.

a. Predpostavite E(X?) < oo in E(X|G) £ X. Pokazite, da je
E(X|G) = X s.g.
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b. Predpostavite, da je F|X| < oo in F(X|G) 2L X. Pokazite, da je
tudi v tem primeru E(X|G) = X s.g.

3. O Naj bodo X, Xs,...,X, neodvisne enako porazdeljene slucajne
spremenljivke z X; > 0, EX; = pin E(X]) < c0zal < ¢ < 2.
Dokazite

n

1
(EX) S B Y X)) < B
=1

n

\, (X1 +(n— 1)M>q-1] |

Namig: Pogojni Jensen.
4. @ Naj bo (X, F,) martingal. Spodnje trditve ali dokazite, ali ovrzite
s protiprimerom.
a. Ce X, konvergira s.g. proti neki sluéajni spremenljivki X, je
sup,, B(X;[) < oc.

b. Ce je Xy = 1in je (|X,|, F,) martingal, je X,, > 0 s.g. za vsak
n > 0.

c. Naj bo a,, zaporedje realnih Stevil. Obstaja martingal X, da je
P(X,=a,zan>N(w)) =1,
pri cemer je N s.g. koncna slucajna spremenljivka.
d. Ceje
P(X,, < 0 neskonéno mnogokrat) =0,
potem X, s.g. konvergira proti koncni limiti.
5. = D Naj bodo X, Xs,... neodvisne in enako porazdeljene. Naj bo

S, = Xi + Xo + -+ X,,. Predpostavite, da za t € R velja ¢(t) =
log(Mx,(t)) < oc.

a. Prepricajte se, da je M, = exp(tS, — n¢(t)) martingal.
b. Cejet > 0in ¢(t) > 0, je za vsak opcijski cas
P(Sr >xz,T <n) < ettt

Dokazite.
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c. Predpostavite, da so X porazdeljene standardno normalno. Naj
bo x, = af(a™ 1) za a > 1, kjer je
f(a) = (2aloglog a)/?.
Dokazite, da je
P(sup Sk > z,) < ((n—1)loga) .

k<am™

d. Dokazite, da je

: Sk
limsup ——= <1 S.g. .
k—oo v 2kloglogk
6. ® Naj bodo Sy, S5,,...,.5, delne vsote zaporedja neodvisnih slucajnih
spremenljivk z matemati¢nim upanjem 0. Dokazite naslednje trditve:

a. B(S) < E(Sy) <+ < E(S)).
b. P(S; > —2E(S;)) >1/2zavse 1< j<n.
c. Za poljuben a > 0 je
P(max S; > a+2E(S;})) <2P(S, >a).

1<j<n
7. D (Casovno nehomogeni procesi razvejanja) Kot pri ¢asovno homo-
genem procesu razvejanja zacnemo z enim posameznikom, torej X = 1.
Na koraku n — 1 posameznik umre z verjetnostjo 1 — p, ali se razdel:
v dva posameznika z verjetnostjo p,. 7 X, oznac¢imo Stevilo poza-
meznikov v n-ti generaciji.

Bolj formalno predpostavljamo, da imamo druzino (Y,x: n > 1,k > 1)
neodvisnih slu¢ajnih spremenljivk, takih da je P(Y,x = 2) = p, in
P(Y, =0)=1—p,zak >1inn > 1. Slucajne spremenljivke X,
definiramo rekurzivno z

Xh = 1
Xn-1

X, = ZYW zan>1.
k=1

Ce je X,_1 =0 je seveda X,, = 0.
Predpostavljajte p, | 1/2.
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a. Dokazite, da je

E(X.) = []200)

k=

sy

n

3

2

E(X? = E(X,)* |1+ B

k=1

(1 —px)

zan=1,2,...

b. Prepricajte se, da je M, = X,/E(X,) MG glede na filtracijo
F, = 0(Xo,...,X,). Pokazite, da je ta martingal omejen v L2,
Ce in samo ce je
1

E(X})

< 0.

NE

il

0

c. Dokazite, da proces izumre z verjetnostjo 1, ¢e je

[M]¢

(2pr — 1) < o0

i

1
in prezivi s pozitivno verjetnostjo, v Ce je

k

D exp(—a) (2pi— 1)) < oo

=1
za nek a < 1.
d. Najbo p, = (1/24+n"7)A1. Za katere - proces prezivi s pozitivno

verjetnostjo?

8. D Naj bo (B;: t > 0) standardno Brownovo gibanje in 7" opcijski ¢as
glede na filtracijo, ki jo generira Brownovo gibanje. Prepostavite, da je
P(T < o0) = 1. Naj bodo fi, fa,..., fn omejene nenegativne zvezne
funkcije in 0 < t; < tg--- < t,.

a. Predpostavite, da ima 7" vrednosti v mnozici {k/n: k > 0}. Pokazite,
da za G' € Fr velja

E ((ﬁ fi (BT+ti - BT)> ) 1G> =E (ﬁ fl(Btz>> P(G)

i=1
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b. Pokazite, da za vsak opcijski cas s P(T' < oo) = 1 obstaja za-
poredje opcijskih casov T,, | T, ko n — oo, pri ¢emer ima T,
vrednosti v mnozici {k/n: k > 0}.

c. Pokazite, da za vsak opcijski ¢as s P(T < o0) = 1in G € Fr velja

E ((H fi (Bros, — BT>> : 1(;) =E (H fi(Bt,)) P(G).

d. Utemeljite, da je enakost v c. dovolj za dokaz krepke markovske
lastnosti za Brownovo gibanje.

e. Ali trditev v c. Se drzi, ce je G € NesoFrie?!

9. @ Z (By):>0 oznacimo enorazsezno Brownovo gibanje z By = 0. Izber-
imo poljuben 7" > 0 in naj bo (Tn)nen, T = {0 =15 <--- <1j,, =T}
zaporedje delitev intervala [0, 7). Privzemimo, da je zaporedje (7,,)nen
narascajoce, to je 7, C 7,41 za vse n € N, in da norma 7, konvergira
proti 0, to je

7| == sup |t} =t 4| -0 ko gre n — oo.
i=1,....k(n)

a. Pokazite naslednje konvergence

k(n) , 12
Z(Bt? — Bt?—l) — T, n — 0o,
=1
k(n)
12 1 1
Z Bt;fil(Bt;L — Btzil) — 53% — §T, n — 09,
=1
k(n) 1 o1
Z §(Btf + Bt?_l)(Bt? — Bt?—1) — QB%,TZ — OQ,

=1

b. Dokazite, da je

k(n)
nh—>n;10 Z‘Bt? — By» | =00, P —skoraj gotovo.
i=1
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10. @ Naj bo (B:):>o enorazsezno Brownovo gibanje.

a. Definirajmo mnozico

U N {18 B < £

Dokazite, da je N merljiva mnozica z P(N) = 0.

b. Z uporabo prejsnje tocke sklepajte, da poti (B;):>o skoraj gotovo
niso nikjer odvedljive.



