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1. (20) Naj bo Y slucajna spremenljivka in Zy, Z, ... neodvisne enako porazdeljene
slucajne spremenljivke neodvisne od Y. Privzemite, da je F(Y) = 0, E(Y?) = 02 in
E(Zy) =0 ter E(Z}) = 1. Definirajte X;,..., X, z

X,=Y +Z,.
Oznacite S, = X7 + -+ -+ X,,. Privzemite, da je za neka a in b
E(Y|X1,X2, ce ,Xn) =a-+ bSn .

a. (10) Pokazite, da je
E(a+bS,) =a=E(Y)
in
E((a+bS,) X)) =bE(X?+ X1 Xo+ -+ X1 X,,) = B(YX)).
Sklepajte, da je
E(Y|X1, X X)—ﬁﬁl
1y A2y 0y n_no_z_l_l'
Namig: PokaZite E(X?) =02+ 1 in E(X1X;) =0% 2al > 1.
Resitev: Velja
Ker je E(Y) =0 in E(S,) =0, sledi a = 0. Nadaljujemo

= bE((X1+Xo+ ...+ X,)X))
= E(XI+ X1 Xo+...+X1X,).

Drugo enakost dobimo iz

E((a+bS)X)) = E(E((a+bS)Xi|X1,..., X))
— E(X1E(a+bS,|X1,...,X,))
= B(X\B(E(Y|X1,....X)|X1,.... X))
= B(X,E(Y|X.,.... X))
= E(E(YX||X1,....X,))
— B(YX)).

Tretja enakost sledi iz
E(YX)) = EY(Y +2))
= E(Y})+E(YZ)
E(Y?)+ E(Y)E(Z))

o?.
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Enakost E(Y Z,) = E(Y)E(Z1) velja zaradi neodvisnosti. Ker je
E(X}))=FB(Y +2))%) =EY?*) +2BE(Y)E(Z) + E(Z))* = o> + 1
EX1 X)) = E(Y+2)(Y +2))
= EY?)+E(XYZ)+ EXYZ)+ E(Z,%)
= E(Y?)+E(Y)E(Z)+ E(Y)E(Z) + E(Z1)E(Z)

= 0'2.

sledi, da je

VE(X?2 4+ X1 Xo+...+X1X,) = b(BE(X})+E(X1X2)+...+ E(X,X,))
blo®> + 140>+ ...+ 0%

b(no? +1).
Izenacimo
o? =b(no*+1).
i dobimo
Cno24+1°

Od tod sledsi
0?5,

E(Y|Xy, Xy, .., Xy) = o1

. (10) Pokazite
E[Y - E(Y|X1, Xs,...,X,))?] = 0® — B’ E(S?).

Resitev:

E[(Y - E(Y|X1, Xs,...,X,))’] =

— E[Y2—2YE(Y|X1,.. LX)+ B(Y Xy, X))

— E(Y?)—2E[YE(Y|Xy,..., X))+ E[E(Y|Xy,..., X,)’]

= E(Y?)—2E(E[YE(Y|Xy,...,X,)]|X1,..., X)) + E[E(Y|X1,..., X»)?]
— E(Y?) —2E[E(Y|X,..., X)) + E[E(Y|Xy,..., X,)*]

= BE(Y?) - E[EY|Xi,..., X,

= o E[(bS)}

= o> —bE(S?).
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2. (20) Za zaporedje slu¢ajnih spremenljivk Xy, X3, ... z vrednostmi na intervalu [0, 1]
naj velja
X . 1+ X,
P (XM1 _ 7|X0,...,Xn) _1_X, in P <Xn+1 _ +2 |X0,...,Xn) _ X,
a. (b) Pokazite, da je zaporedje Xy, X1, ... martingal glede na samo sebe.
Resitev:

b

E(Xn+1‘X0, e ,Xn) —

a(1-X,) 4+ e X,
X,(1-X,+1+X,) =X,

N[
)

b. (5) Pokazite, da velja

B (X = X)) = 1 B (X,(1 - X))

Resitev:

E((Xpi1 — X0)?) =
= E'(E((Xn_H — Xn)2|X0a s >Xn))

= F <<% —Xn)z-(l—Xn)+ <1+2X” —Xn)2~Xn>

= E (Xj% S(1-X,) + A= X _4X")2 ~Xn)

- E GX"(l — X)) (X, +1— Xn))

E(Xn(l - Xn))

o |

c. (10) Utemeljite, da zaporedje Xg, X1, ... konvergira proti sluéajni spremenljivki
Z z verjetnostjo 1. Utemeljite, da je E(Z(1 — Z)) = 0 in sklepajte, kaksna je
porazdelitev Z.

Namig: Zaporedje (X,.1 — X,)? konvergira proti 0 in je omejeno. Kot znano
privzemite, da vsak nenegativen martingal konvergira skoraj gotovo.

Resitev: Zaporedje Xg, X1, ... je omejeno, saj so vrednosti na intervalu [0, 1]. Po
1zreku omejen martingal konvergira proti neki slucajni spremenljivki z verjetnos-
tjo 1.

Namig nam pove, da zaporedje (X1 — X,)? konvergira proti 0 in je omejeno.
Po tocki b. lahko torej sklepamo, da tudi zaporedje X, (1 — X,,) konvergira proti
0 in je omejeno. Torej po izreku o dominirant konvergenci velja

E(Z(1- Z))=0.
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Ker je slucajna spremenljivka Z nenegativna, bo ta enakost veljala, ce Z =0 ali
pa Z = 1. Po izreku o dominirani konvergenci je

E(Z) = E(Xo) )

zato je P(Z =1) = E(X,).
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3. (20) Naj bo (B;: t > 0) standardno Brownovo gibanje in (F;);>0 njegova filtracija.
Oznacite za t > 0
S; = max B, .
0<s<t
a. (10) Najbo 0 <t < T in a > 0. Izracunajte

P(Sy > a|F,) .

Resitev: Ce je S, > a, je pogojna verjetnost enaka 1. Ce je Sy < a, pa bo pogojna
verjetnost odvisna samo od B;. Po definiciji je (Byys — By: s > 0) Brownovo
gibange neodvisno od F;. Pogojna verjetnost bo enaka verjetnosti, da to Brownovo
gibanje na intervalu [0, T —t| preseze vrednost a — By. Za to verjetnost pa vemo,

da je enaka
T—1

kjer je ® porazdelitvena funkcija standardne normalne porazdelitve. 'V bolj ma-
tematicnem zapisu je

- B
P(Sr > a|F) = 1(S; > a) + 1(S; < a) - <1—<I><aT tt)) .
b. (10) Izracunajte za 0 <t < T

P(St > S| F).

Resitev: Z uporabo markovske lastnosti racunamo

})QST >’£ﬁ|]ﬁ) == })QST >>E%|Eh,£%)
== }?(Eﬁ,fﬂ),

kjer je
F(z,y) = P(Sr—y >y —x).

P(S, > Sp|F) =2 (1 ) (StT__B;)) .

Sleds
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4. (20) Naj bo (X;: t > 0) definiran z

t
Xt = t2Bt — 2/ SBSdS,
0

kjer je (B;: t > 0) standardno Brownovo gibanje.
a. (5) Izracunajte d.X;.
Resitev: Racunamo po Itovi formuli.

dXt == QtBtdt ‘l‘ tdet - QtBt == tdet .

b. (10) Kaksna je porazdelitev X;?

Resitev: Iz prvega dela naloge sledi, da je

t
Xt:/ s*dB, .
0

Ker je X; linearen funkcional poti Brownovega gibanja, bo porazdelitev normalna,
Itova 1zometrija pa nam da

t t5
E(X?) = / stds = —.
0 5)
Sledi X, ~ N(0,5/5).
c. (5) Utemeljite, da je X; martingal glede na Brownovo filtracijo.

Resitev: Iz teoriyje sledi, da je X; lokalni martingal. Poleg tega je X; normalno
porazdeljena slucajna spremenljivka, ki tma vse momente. To je dovolj, da je X;
martingal.
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5. (20) Naj bo (B;: t > 0) Brownovo gibanje in naj bo
M, = B! — 6Bt + 3t>.
a. (10) Pokazite, da je (M;: t > 0) Brownov martingal.

Resitev: Po Itovi formuli je

t t
M, — 4/ deBs+6/ B2ds —
0 0

t t t
—12/ sBSdBS—6/ des—fs/ sds + 3t
0 0 0

t t
= 4 / BdB, — 12 / sB,dB;,
0 0

torej je M, lokalen martingal. Ker je E(M?) < oo, je tudi martingal.
b. (10) Naj bo T'=inf{t > 0: B; € {—a,a}} za a > 0. Izracunajte var(T).
Namig: Tudi B? —t je martingal.

Resitev: T je opcigski cas, saj je prvi vstop v mnoZico. Izrek o opcijskem usta-
vljanju lahko uporabimo, saj sta |Mry| in |M,| - 1(t < T) omejena. Velja

E(My) = BE(My) = 0.

E(My) = E(B; —6B3T + 3T?)
E(a*) — 6E(a*T) + 3E(T?)
= a*—6a’E(T)+3E(T*) =0

Upostevamo namig in na B2 —t uporabimo izrek o opcijskem ustavljanju (pred-
postavke so izpolnjene).

E(B} —T)=a*>— E(T) = E(0) = 0.

Sledi
E(T) = a*.

Vstavimo v zgornge in dobimo

a* —6a" + 3E(T?) = 0.

Sledi -
E(T? = §a4.
In 5
var(T) = E(T?) — E(T)* = ga‘*.
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6. (20) Naj bo X; = B, + fot H,ds. Definirajte

t 1 t
M, = exp <— / H.dB, — - / Hgds) .
0 2 0

Pri tem predpostavljamo, da je P( [y H2ds < 0o) = 1 za vse t > 0.

a. (10) Pokazite, da je M; lokalen martingal.

Resitev: Racunamo po Itovi formuli,
t 1 t 1 t
M, = M- / M,H,dB, — = / M H?%ds + / M, H?ds
0 2 Jo 2 Jo
t
= MO—/ M H,dB,
0

t
= 1—/ M H.dB; .
0

b. (5) Izrazite Y; = X; M, s stohasti¢nim integralom.

Resitev: Racunamo po Itovi formuli.
t t
Y, = Yb—i—/ Mster/ XdMg + (X, M),
0 0
t t
= / M,(dBs + Hgds) — / XsMsHydBs + (X, M),
Ot t ° t t
= / Msst—/ XsMsHsst—l—/ MSHsds—/ M Hds
0 0 0 0

t t
_ / M.dB, — / XM, H,dB, .
0 0

c. (5) Predpostavite, da je F(X?M?) < oo za vse t > 0 in je M; martingal. Za
0 <t < T izracunajte
E (XrMr|F) .

Resitev: Po drugem delu naloge je Y; lokalen martingal. Iz predpostavki je tudi
martingal, zato je pogojna pricakovana vrednost X, M.



