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NAVODILA

Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite resevanja. Naloge so 4. Na razpo-
lago imate 2 uri.
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1. (25) Naj bosta B in D neodvisni Brownovi gibanji glede na filtracijo (F3),5-
Definirajte za a > 0

t
T, = inf{t > 0: / (B2 + D¥)ds > a}.
0
Kot znano privzemite, da je P(T, < co) = 1. Definirajte za A € R
2 rtip2, P2 2 rtip2.p2
M, = e JoBHDDds oog(AB,D,) in N, = e’z Jo(Bi+DIds gin(AB, D) .

a. (15) Pokazite, da sta M in N lokalna martingala.

Regitev: ker sta B in D neodvisni Brownovi gibanji, je (B, D) = 0. Proces
t
A = / (B2 + D?)ds
0

ima koncno totalno variacijo, zato je (A, By = (A, D) = 0. Poleg tega je
dA; = (B} + D?)dt .
Racunamo

2 0
)\e%At

dM, = (B? 4 D?) cos(AB,D,)dt

2
+€/\7At < — )\Dt Sin()\BtDt)dBt — /\Bt SiIl()\Bt_Dt>th
_?‘Dt COS(/\BtDt)dt — ?Bt COS()\BtDt>dt
2
= Q%At (—)\Dt Sin()\BtDt)dBt — )\Bt Sin()\BtDt>th) .
Za N racunamo podobno.
b. (5) Utemeljite, da je
FE (Mt/\Ta) =1 in E (Nt/\Ta) =0.
Resitev: ustavljena lokalna martingala sta lokalna martingala. Ker sta tudi ome-

jena, sta martingala, t \'T, pa je omejen cas ustavljanja. Po izreku o opcijskem
ustavljanju je

1) (Mt/\Ta) = E(MQ) =1 m E (Nt/\Ta) = E(NQ) =0.
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c. (5) Izracunajte E (Mr,) in E (N7,). Utemeljite korake.
Resitev: martingal Mysr, je omejen in po predpostavk:
Mipr, — M, ,
kot — oco. Po izreku o dominirant konvergenci je
E(Mr,) = E (Mz,)

kot — oo, torej je
E(Mr,)=1.
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2. (25) Gompertzova stohasti¢na diferencialna enacba je oblike

dXt = OéXt log <%) dt —+ UXtdBt s

t
kjer so o, m, o pozitivne konstante. Privzemite, da obstaja enoli¢na krepka resitev pri
danem zacetnem pogoju Xy = x¢ > 0 in da je resitev strogo na (0, 00).
a. (10) Za X € R oznacite
Y, = eMlog(X).

Izracunajte dY;.

Regitev: ker je reitev vedno strogo na (0,00), lahko uporabimo Itévo formulo in
dobimo

1 1
dy, = )\e’\tlog(Xt)dt+e’\t<—dXt—

— (X
X, 2X? < >t>

2
= AeMlog(Xy)dt 4 e (a log (%) dt + odB; — %dt) :

t

Poenostavimo in sled:

2
dY; = (A — a)Yidt + eAt< (a logm — %) dt + O'dBt> )

b. (5) Resite Gompertzovo stohasti¢no diferencialno enacbo pri zacetnem pogoju

Xo =129 > 0.

Resitev: z izbiro A = a enacba preide v

2
at g at
dY; =e (&logm — 7) dt + ce™"dB; ,
od koder z integracijo in upostevanjem, da je Yo = log xq, sled:
2

1 t
Y = log(xo) + — (a logm — %) (eat — 1) + 0/ e*’d B
o 0

i posledicno

—at 1 2 t
Xy = (20)"  exp <— (a logm — %) (1—e)+ a/ ea(ts)st) :
@ 0
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c. (10) Kot znano privzemite, da za slu¢ajno spremenljivko U ~ N(a, b?) velja

b2

E (eU) =e't7 |

Izracunajte E(X;), pri cemer utemeljite korake.

t
o / e =) 4B,
0

je stohasticni integral zvezne deterministicne funkcije, zato je normalno porazdel-
jen s pricakovano vrednostjo 0 in varianco

t _ ,—2at
b2 — 02/ o—20(t=9) Jg — 2 <1 € >
0 2a

Viizrazu za Xy je v eksponentu normalna slucajna spremenljivka s pricakovano
vrednostjo

Resitev: integral

2

1 o o
o (alogm— ?) (1 —e t)

in varianco b*. Sledi

2 2

E(X,) = (o) " exp (é (a log m — %) (1—e) + Z—a (1—e2) > .
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3. (25) Naj bo B standardno Brownovo gibanje.

a. (15) Naj bosta 0 < a < b < T. Poiscite indegrand H, da bo

T
B,By,=a +/ H.dB;.
0

Namig: Definirajte martingala

t t
M, :/ X[0,a)(8)dBs in Ny :/ Xa,p) (8)dBs .
0 0

i ugotovite, kaj sta Mr in Nr.

Resitev: oznacimo z X[ indikator intervala [a,b). Definiramo
t t
M, = / X[0,a)(8)dBs in Ny = / Xa,p) (8)dBs .
0 0
Formula za parcialno integracijo da
T T
My Nr = By(By — B,) = / MdNs + / NydMs ,
0 0
pri cemer smo upostevali, da je (M, N) = 0. Prepisemo lahko v

T T
Ba(Bb - Ba) = / MsX[a,b)(S)st + / NSX[O,a)(S>st .
0 0

Po drugi strani je
B2=a+2 /OT X[0,0)(5) BsdBs .
Sledr
B.B, = (By— B,)B,+ B.

T T
= a"’/ MsX[a,b)(S)st +/ NsX[O,a)(S)st
0 0

T
—|—2/ X[O,a)(S)Bsst~
0

Iz tega je razviden integrand.

b. (10) Najdite integrand, da bo
T
(By — B,)? :b—a+/ KB, .
0

6
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Resitev: zapisemo
(By — B,)* = Bf —2B.B, + B} .

Vemo, da je

T T
B:=b+2 / Xio#)($)BedBy in B2 =a+2 / X0 () BodBs
0 0

Reprezentacijo srednjega clena smo nasli v prvem delu naloge. Iz tega lahko
razberemo K.
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4. (25) Naj bo Bt(y) = B; + vt Brownovo gibanje s tendenco v. Kot znano privzemite,
da je

Fy,v,t) = P (&%Bg”) > y) —1-® <% —uﬂ) + 2 (1 — 9 <%+u\/¥>) .

Privzemite Black-Scholesov model z obrestno mero r in volatilnostjo o. Digitalna

opcija je dana z izplacilom
V=1 (max Sy 2@)
0<t<T

za dan nivo a, pri cemer privzamemo Sy < a.
a. (15) Izracunajte Vj.

Resitev: vemo, da je

Razpisemo in dobimo

W = Eg (eTTl <max Sy > a))
0<t<T

= 7T (max Sy > a)
0<t<T
T o’
— e ——t]>
e " Q (OIE&XT exp <log So +rt+ oW, 5 t) > a)
T o’
. — ) >
Q (Orgng <log So +rt+ oW, 5 t) > log a)
= Q[ max (rt/a+I/Vt - gt) > llog (a/So) |-
0<t<T 2/) " o
Oznacimo
v="17 in y = —log(a/Sy)
o 2
Odgovor je

Voze—”“(1—<1> (%—uﬁ) ) +62”y—T‘T(1—<1> (%+yﬁ))

b. (10) Oznagite S; = maxg<,<; S; za 0 < t < T. Kot znano privzemite, da je

‘71& — 6—7‘T1 (St Z a) + e—TTl (St < CL) F (% log(a/St), g — %7T - t) .

Izrazite Hy s funkcijo F(y, v, t). Utemeljite korake.
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Resitev: v zgornjem zapisu razberemo, da je
f}vt - F’(St,gt,T—t)

za ustrezno funkcijo F. Funkcija F sicer ni povsod dvakrat zvezno odvedljiva,
vendar je dovolj, da je odvedljiva v okolici (0,0,T). Torej je

OF (1 r o 1

Hy=——(-1 So),——=,T| -—.

=2 (U o(a/0). -~ 7. ) -



