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NAVODILA

Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite resevanja. Naloge so 4. Na razpo-
lago imate 2 uri.

Naloga | a b C d
1.

2. ° °
3. °

4.

Skupaj
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1. (25) Naj bo B standardno Brownovo gibanje. Za a < 0 < b definirajte ¢asa
ustavljanja
T,=inf{t >0: B;=a} in T,=inf{t >0: B, = b}

ter T =T, NT,.
a. (5) Izracunajte
E <e)‘BT_A72T> in FE (e_’\BT_gT) )
Utemeljite korake.

2
AB;—2~

5t

Resitev: ker je proces M; = e

E <6,\BTM—§(TM)> 1

martingal, za vsak t velja

po izreku o opcijskem ustavijanju. Ker velja P(T < oo) = 1 in so izrazi v
pricakovani vrednosti omejeni, lahko uporabimo izrek o dominirani konvergenci
i dobimo

E <6ABT_§T> =1.
Enako velja, ¢e A zamenjamo z —\.
b. (10) Izpeljite enacbi
2 2
B (e ET T =T)) + VB (73T AT =T;)) =1
in . -
e (efTT (T = Ta)> Lo NE (e*TT (T = Tb)) —1

Resitev: enacbi sledita iz dejstva, da na dogodku {T" = T,} velja Br = a in
podobno za b. Upostevamo Se, da je (T =T,)+ (T =1T,) = 1.

c. (5) Izracunajte

E (e_gT AT =T)) i B (e—éiT T =T))

Resitev: v b. sta linearni enacbi za iskani kolicini. Ko ju resimo, sledi

e — e

Ab—a) — g=A(b—a) °

b

E (e—%T (T = Ta)) _
e
Podobno dobimo drug rezultat.

d. (5) Izracunajte

Resitev: sestejemo rezultata v c.
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2. (25) Stohasti¢na diferencialna enacba za proces X naj bo dana kot
dX, = ! dt + X,dB
t — Xt t t

z zacetnim pogojem X, = 1. Privzemite, da obstaja enolicna resitev, za katero je
P(X;>0)=1zavset>0.

a. (15) Definirajte
Zy=e P73t in Y, =22X2.

Izracunajte dY;.

Resitev: Itova formula nam da
dZt - _thBt7

iz éesar sledi d{Z);, = Z2dt. Iz stohasticne enacbe za X sledi d{(X,Z); =
—Z; Xydt in d(X); = X2dt. Uporabimo Itovo formulo za funkcijo f(x,z) = x?22.
Racunamo

+Z2d(X) + X2d(Z) + 4X, Zd(X, Z),
1
= 2X,7} <Zdt + XtdBt) —2X?Z2dB,

+ZEXPdt + XPZ2dt — AXPZ2dt
= 272dt —2Y,dt.

b. (10) Kot znano privzemite, da je resitev nehomogene linearne diferencialne ena-
che
u' + 2u = 227

za znano funkcijo z in z zacetnim pogojem u(0) = uy dana z
t
u(t) =e (uo + 2/ erz(s)st) :
0

Resitev: enacba za 'Y 1z prvega dela je deterministicna. UposStevajo¢ formulo v
besedilu naloge in dejstvo, da je Yo = z2 =1, dobimo

t
Y, = e 2 (1 + 2/ 6235+Sd8> .
0

Najdite proces X.
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Ker je Y, > 0 in je \/y na (0,00) dvakrat zvezno odvedljiva, je VY, semimartin-

gal. Izracunamo
Xi=2" VY,

kar lahko poenostavimo v

t
X, = eBi—3t \/1 + 2/ e—2Bstsds .
0
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3. (25) Naj bo B standardno Brownovo gibanje in {F;};>¢ njegova naravna filtracija.

a. (13) Naj bo 0 <t < T. Pokazite, da je
VT —t ( B, )
E (B}f|F) = 2<Tt>+BCI> :
( T| t) \/_ € i T _t

kjer je 7 = max(z,0) in je ®(z) porazdelitvena funkcija standardizirano nor-
malne porazdelitve.

Regitev: Gostota Br pogojno na By = x enaka

(0.) = — e 8T
pr—i(x,y) = ————=e 2T-1 .
Ty 2n(T —t)

Sledi, da je

E(Bf|B,=12) = / Yy pr—i(z, y)dy

o

= / Y pr—i(z,y)dy
0

y=—x)?

6 T 2(T—t) dy

\/74/
\/7—75/

_ x _'_ x e 2(T t) dy
_2 |° o] —2)2
2n(T —t) 0 0

y—a)?

= e 2T-t) 4+ xd

V2T

Zaradi markovske lastnosti je

EBHF) =Y et 4 pa (2
T t \/% t .

b. (12) Najdite integrand H,, da bo za 0 <t < T veljalo

t
E (Bf|F,) :E(B;)+/ H,dB; .
0

Resitev: Ker je
E (Bf|F) = F(By.t)
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206 0 <t <T in je F(x,t) tam gladka funkcija, bo veljalo

tOF

E (B} |F) = E(Bf) + 0 8—x(Bs,s)st.

S parcialnim odvajanjem dobimo

oF T
%m,w—@( T_t),

B
Ht:@( i )
T —t

torej je
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4. (25) Privzemite Black-Scholesov model za gibanje cene delnice S. Obrestna mera
r in volatilnost o > 0 naj bosta konstantni. Definirajte

log(z/K) + (7‘ + %2> (T —1)

dl(xaKvt): U\/ﬁ

in
dQ(SL',K,t) = dl(l',K,t) — O'\/T —t.
Naj bosta K; in Ky s K7 < K, dani stevili, opcija pa naj ob dospetju izplaca
Vr = max(min(Sr, K3), K;) .

a. (b) Izrazite Vj s funkcijama d; in ds.

o o K . .. . .
Regitev: oznacimo z V" cenovni proces evropske nakupne opcije z izvréno ceno
K. Zapisemo lahko

I chl cyKQ
V=K, + V7 =V

kar je linearna kombinacija. Veljalo bo

‘/(_) = Kle*TT + So(b(dl(So, Kl, O)) — eiTTKﬁI)(dQ(SO, Kl, 0))
—Socb(dl(SQ, KQ, 0)) + G_TTKQCI)(dQ(S(), KQ, 0)) .

b. (10) Izrazite V; s funkcijama d; in ds.
Resitev: podobno kot v prejsngi tocki je sklep, da je

V;g = Kleir(Tit) + St(I)<d1<St, Kl, t)) - 67T(T*t)K1(I)(d2(St, Kl, t))
—8,®(dy(Sy, Ko, 1)) + e " T D Ko®(dy(Sy, Ky, 1)) .

c. (5) Izracunajte Hy.

Resitev: vemo, da je za nakupno opcijo Hy = ®(d1(Sy, K,0)). Za opcijo s kon-
stantnim izplacilom Ky je varovalna listnica dana z (Kle_”(T_t),O). Varovalna
listnica za linearno kombinacijo izplacil je linearna kombinacija varovalnih list-
nic. Sledi

HO = (I)(dl(S()7 K17 0)) - (I)(dl(S()7 K27 0) .

d. (5) Izracunajte H; za 0 <t < T.
Resitev: podobno kot v prejsnjgi tocki dobimo

Hy = ®(dy (S, K1, 1)) — B(dy(Sy, Ko, 1))



