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NAVODILA

Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite resevanja. Naloge so 4. Na razpo-
lago imate 2 uri.
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1. (25) Naj bosta B in D neodvisni standardni Brownovi gibanji. Definirajte proces

X s predpisom
X, = (B, +1)*+ Dj.

Definirajte cas ustavljanja
T =inf{t >0: X; € {a,b}}
za Stevili 0 < a <1 <b.
a. (5) Izracunajte dX; in d(X);.
Resitev: po Itu je
dX; = 2(B; + 1)dB; + 2DydD, + 2dt .

Iz dX, sledi se
d(X), = 4(By + 1)%dt + AD?dt = 4X,dt
pri cemer smo upostevali, da je (B, D) = 0.
b. (10) Definirajte proces
Y, = %108; (Xe) -

Utemeljite, da je Y, = Y;x7 martingal.

Resitev: proces YT je omejen (natancneje ima vrednosti v [% log a, % logb]), zato
je treba pokazati le da je lokalni martingal. Na intervalu (0,00) D [a,b] je
funkcija %loga: dvakrat zvezno odvedljiva. Po Itovi formuli je

v /tﬁ_g/t a1
o Jo 2XT 2 )y 2(xT)?

" (BT +1)dBT + DTdDT
N

c. (10) Privzemite, da je P(T < o) = 1. Pokazite, da je

log b
P(Xr=a)= —F—"——.
(Xr=a) logb — loga

Resitev: Zaradi injektivnosti logaritma je
P(Xr=a)=P(Yy =1iloga).
Po drugi tocki je YT omejen martingal, zato je

E(Yr) = E(Y;) =0
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ali

1 1
§loga-P(XT:a)+§logb-P(Xt:b) =0.

Po drugi strani je zaradi zveznosti (dovolj z desne) poti X-a, P(Xr = a) +
P(X7 =10b) =1. Resimo enacbe in dobimo
logb

PXr=a)= —>——.
(Xr=a) logh — loga
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2. (25) V modelu Black-Karasinskega proces obrestnih mer sledi stohasti¢ni diferen-
cialni enacbi
th = Rt ((l — 10g Rt) dt + UthBt

za dane konstante a,o > 0 in zacetni pogoj Ry = 1o > 0. Pri tem je B standardno
Brownovo gibanje. Privzemite, da ima enacba enolicno krepko resitev, za katero je
P(R; > 0) =1zat > 0. Definirajte X; = log R;.

a. () Izracunajte d.X;.

Resitev: ker je Ry > 0, lahko uporabimo Itovo formulo za funkcijo log x in dobimo

1 1
dX, = —dR, — —d(R
' R, ' 2R ().
1 1
- E (Rt (& — log Rt) dt + UthBt) — 2—R?02Rfdt

0.2
= (a—Xt—E)dt‘FO'dBt

b. (5) Izracunajte d (eMX;).

Resitev: po formuli za stohasticno odvajanje produkta dobimo

2

d(eMXy) = AeMXdt+ e ((a - X; — %) dt + adBt)

2
= M ()\Xt Ya— % _ Xt> + ModB, |

c. (10) Resite stohasti¢no diferencialno enacbo.

Resitev: v prejsnji tocki izberemo X = 1 in oznacimo Y, = e'X,. Enacba preide v
o? :
dY; = a—; dt + oe'dB; .

Sledi, da je
o2 ¢
Y, =logry + ( —?) (et_l) —l—a/ e’dB; .
0

Resitev izhodiscne enacbe je
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d. (5) Poiscite limy_,o, F(R;). Kot znano privzemite, da za slucajno spremenljivko
U ~ N(c, b?) velja
E (eU) =etr,

Resitev: v izrazu za Ry je v eksponentu normalna slucajna spremenljivka s pri-

cakovano vrednostjo
o2
=(a—=)(1-¢"
c (a 5 ) (I1—e)

2
b = %(1 — e,

M VaArianco

Sledr, da je
lim E(R;) = e”.

t—o00
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3. (20) Hermitov polinom stopnje n je definiran kot Heg(z) =1 in

He,(x) = (—1)”e§ dcj:n (6_§> :

Za vsak n > 1 obstaja integrand K™, da bo veljalo
1
He,(By) = E[He,(B)] —1—/ K!dB;.
0

a. (10) Kot znano privzemite, da velja

" /n
He(a +y) = ( k)x"—kﬂekw) .
k=0
Izrazite
M} = E[He,(B1)|F]
za 0 <t <1 s pomocjo zgornje formule.
Resitev: zapisemo

E[He,(B))|F] = E[Hen(Bi— B;+ By)|F]
> <Z) Br*E[Hey(By — By)] .

k=0

Pri tem smo uporabili neodvisnost prirastkov Brownovega gibanja in pravila za
pogojne pricakovane vrednosti.

b. (15) Izrazite integrande K™ s Hermitovimi polinomi.
Resitev: 1z prvega dela naloge sledi, da je
Mt = F(Bt, t)

za funkcijo, ki je dana kot vsota. Pri tem opazimo, da je E[Hep(By — By)]
funkcija, ki je polinom izraza \/1 —t in zato za t < 1 odvedljiva. Iz tega sledi,
da je

_oF

K = S-(Bit).

kar pomeni

K" = nzl (Z) (n—k)B"*'E[Hey(B) — By)] .
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4. (25) Predpostavite Black-Scholesov model za gibanje cene delnice v katerem je
obrestna mera r = 0. Fiksirajmo zapadlost 7" € (0, 00) in nivo a € (0, 00). Digitalna
opcija ima izplacilno funkcijo

VT—l(maXStZa),

0<t<T
torej izplacilo je 1, ¢e cena opcije v casovnem intervalu [0, 7] preseze prag a, 0 sicer.
a. (10) Definirajte S; = maxo<s<; S za t > 0. Za 0 <t in 1 < x definirajte
Q(S:/So > z) = F(x,t),
kjer je () obicajna nova mera. Utemeljite, da je za 0 <t < T

Eq (1(Sr > a)|F) = 1(S, > a) + 1(S; < a)F(a/S;, T —t).

Resitev: zapisemo lahko
1=1(5 >a)+1(S; < a).
Oba ¢lena na desni sta F; merljiva. Racunamo

EQ (1(§T Z a)|.7:t) ==
= Eq (1(S; > a,S7 > a)|F) + Eq (1(S: < a,Sr > a)|F)
_ _ 0’2
= 1(5; > a)+ 1(S; < a)Eq (St ogr?ga%(ft exp (O'(VVH_S - W) — ?8) > a|.7-"t)

= 1(S;>a)+1(S; < a)F (a)S;, T —t) .

b. (5) Naj bo T, = inf{t > 0: S; = a}. Utemeljite, da za T, < T velja

Vr, =1.

Resitev: c¢e S; doseze prag a pred c¢asom T, vemo zagotovo, da bomo na koncu
morali izplacati 1. Gibanje cene delnice od T, naprej je brezpredmetno, zato v
varovalnem portfelju delnice ne bo veé¢, zaradi odsotnosti diskontiranja pa bo vred-
nost v trenuthu T, < T enaka zgornjemu znesku. Alternativno sledi Zeljeno takoj
iz tocke (a) (kjer smo izracunali kar V;, ker je r = 0) ée izraz tam evaluiramo v
T,.
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c. (10) Privzemite, da je F(x,t) razreda C? v x in razreda C' vt za t > 0, z > 0.
Pokazite, da je na {t < T, A T'} varovalna komponenta H za vrednostni proces
V nase digitalne opcije enaka

OF
Ht = _8_55 ((I/St,T — t)

a

: 5

Resitev: do strogo pred ¢asom T, NT (procese ustavimo ob T,_. N (T —¢€), € €
(0,aAT)) lahko uporabimo Itovo formulo in dobimo komponento Hy s parcialnim
odvodom “OV;/0S;” za kar uporabimo izraz iz tocke (a): do tega ¢asa se namreé
V, dzraza s C? funkcijo Si-ja in t-ja. Uporabiti moramo samo Se pravilo za
odvajanje posrednih funkcij. Spustimo € | 0.



