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NAVODILA

Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite resevanja. Naloge so 4. Na razpo-
lago imate 2 uri.

Naloga | a b C d.
1. °
2. ° °
3. ° °
4. °
Skupaj
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1. (20) Naj bosta B in D neodvisni Brownovi gibanji. Definirajte
M,=B!—-6B!D? + D! in N,=(B?—t)(D}—1).
a. (10) Pokazite, da sta M in N martingala.
Resitev: Itova formula nam z upostevanjem (B, D) =0 da

dM;, = 4B}dB;+ 6B}dt — 12B,D}dB; — 12B} D;dD;,
—6D}dt — 6B;dt + AD;dD, + 6D} dt
= (4B} —12B,) dB; + (4D} — 12B}D,) dD; .

Vsi integrandi so taki, da za t > 0 velja E (fot Hfds) < o0, zato sta oba clena
martingala in posledicno je martingal tudi vsota. Podobno je

b. (5) Naj bo ¢as ustavljanja T' dan s T' = inf{t > 0: B? + D? > 1}. Izracunajte
E(B2D2). Utemeljite korake.

Namig: M, = (B + D?)* — 8B?D?.

Resitev: prepisimo
M, = (B? + D?)* —8B2D?.
Po izreku o opcigskem ustavljanju je E(Miar) = 0 za vsak t > 0. Poleg tega je

Minr omejen s konstanto za vse t in lahko posljemo t — oo in uporabimo izrek
o dominirani konvergenci. Sledi

E(M7)=0=1-8E(B}D37).

i posledicno
1
E(B:D}) = 3"

c. (10) Pokazite, da je
1
E(T?) = E(T) — 3

Utemeljite korake.

Resitev: po izreku o opcijskem ustavljanju je E(Nyar) = 0 za vse t > 0. Ce
prepisemo, sledi

E (BtQ/\TD?/\T - T<Bt2/\T + DtZ/\T) +(T'A t)Q) =0.



FM2, 2021/2022, M. Perman, J. Rems

Prepisemo v
E((tAT)?) = —E (B}yDiy) + E ((t AT)(Bhy + Dip))

Kot — oo, leva stran po izreku o monotoni konvergenci konvergira proti E(T?).
Pricakovani vrednosti na desni strani sta dominirani z integrabilnimi spremen-
lyivkami in konvergirata proti pricakovanim vrednostim izrazov, kjer t AT za-
menjamo s T'. Zveza sledi.
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2. (25) Prilagojen zvezen proces X naj ustreza enacbi
t
Xt:Bf—H—/ X,dBy,
0

pri ¢emer je B Brownovo gibanje in velja Xy = 0. Kot znano privzemite, da je resitev
enolicna in za vsak ¢ > 0 velja E( [, X2ds) < oo.

a. (15) Naj bo Z; = exp(B; — 5t). Izracunajte d (Z; ' X;). Najdite X.

Regsitev: Itova formula nam da dZ; = Z;dB;. Enacbo za X prepisemo z diferen-
ctali in dobimo

dXt — QBtdBt + XtdBt .
Sledi d{Z, X ); = (2Z;B; + Z;X})dt. Racunamo

1
d (Z;lXt) - __thBt + —(QBt —|— Xt)dBt

1
Z2dt — — (27, B, + Z, X, )dt

7 7

1
t

Sledi, da je
t
X, =27, (/ Z;Y(2B.dB, — QBSds)) :
0

b. (10) Utemeljite, da je (X, B); = f;(2BS+XS)ds in sklepajte, da je ' (X;B;) = 0.

Resitev: iz dX; = 2BidB; + X,dB; sledi izraz za krizno kvadraticno variacijo.
Ker je X;B; — (X, B); martingal, velja

E(XtBt> = E((X,B)t)

- E (/Ot(QBS + Xs)ds)

= [(CBm) < By s
= 0.

Dejstvo, da je E(X;) = 0 sledi, ée v enacbi za X na levi in desni izracunamo
pricakovano vrednost.
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3. (25) Naj bo B Brownovo gibanje in A > 0.
a. (10) Preverite, da je

AT

T a2 1
/ e sin(ABy)dB; = X |:€2 cos(ABr) — 1] .
0

Resitev: Itova formula nam da
2
ez cos(ABr)

T A2s )\2 T A2s
= 1+ )\/ ez sin(ABy)dBs + 5 ez cos(ABy)ds
0 0

22T e
5 e’ cos(ABys)ds
0

T 2,
= 1+)\/ ¢’ sin(AB,)dB, .
0

b. (15) Poiscite integrand Hs, da bo
T
cos*(ABr) = E (cos*(ABr)) +/ H.dB;.
0

Uporabite rezultat za izracun E (cos*(ABr)).
Namig: zapisite cos®> x z adicijskim izrekom.
Resitev: iz adicijskega izreka sledi, da je
1
cos’(A\Br) = 5 (14 cos(2ABr)) .
Pruvi del naloge nam da
2 T 2
e cos(2ABy) = 1 + 2\ / e* " * sin(2\B,)d B, .
0
Sledi, da je
N7 cos?(ABy) = = (e”QT + T Cos(2/\BT))

T
(8” +142) / e\’ sin(ZABS)dBS)
0
_|_

T
e / 2’ sin(2AB,)dB, .
0
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Iskani integrand je
H, = X2 T=9) gin(2\B,) .

Ce na obeh straneh predzadnje enacbe izracunamo pricakovano vrednost, sledi

1+ VT

NTE (cos*(ABr)) = 5

i posledicno

E (cos®(ABr)) = % (1 + 672>‘2T> :
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4. (25) Naj bo S cena delnice v Black-Scholesovem modelu, z obrestno mero r €
(0,00), in volatilnostjo o € (0,00). Fiksirajmo zapadlost T' € [0,00) in ozna¢imo z
() martingalsko mero za interval [0, T], tako da je na [0,T], dS; = rSidt + 0.5, dW, za
@-Brownovo gibanje W.

a. (5) Naj bodo dane konstante 0 < a < b < oo, ter s € [0,00). Skicirajte graf
funkcije f : [0,00) — [0, 00) dane s predpisom

0 za0<z<a
fle)=qs(x—a) zaa<z<b.
s(b—a) zax>b

Resitev: Naloga je elementarna.

b. (10) Zapisite f(St) kot ustrezno linearno kombinacijo dveh izplacil evropskih
nakupnih opcij. Dolo¢ite za 0 <t < T

V, = Eqg [e7 TV f(Sy)|F]

Resitev: f(z) = s((x—a)T—(x—=0b)"), x € [0,00), in ustrezno za St namesto x.
Kerje 2 0 <t <T ink € (0,00), s.9. Q(t;k) := Eq [e7"T=(Sp — k)| F] =
Sy ®(dy) — ke "TDD(dy), kjer je

2

g - log (Sy/k) +r(T —t)+ % (T —t)
b ovVi —1

m

d2:d1 —U\/T—t;
, sledi iz linearnosti upanja, da je s.g. V; = s(Q(t;a) — Q(t;0)). Seveda je
VT = f o ST, S.g.

c. (10) Za 0 <t < T navedite komponento H, varovalnega portfelja za opcijo, ki
izplaca f(Sr) v casu T.

Resitev: Ponouvno sledi iz linearnosti, da je iskani H razlika ustreznih H-jev
za evropski nakupni opciji z izvrsnima cenama a in b, pomnoZen z s. Se pravi

2 2
. log(St/a)+r(T—t)+% (T—t) log (St /b)+r(T—t)+% (T—t)
Ht—s(<1>< e )‘q)( T >




