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Navodila

Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite reševanja. Naloge so 4. Na razpo-
lago imate 2 uri.
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1. (20) Naj bosta B in D neodvisni Brownovi gibanji. Definirajte

Mt = B4
t − 6B2

tD
2
t +D4

t in Nt = (B2
t − t)(D2

t − t) .

a. (10) Pokažite, da sta M in N martingala.

Rešitev: Itôva formula nam z upoštevanjem 〈B,D〉 = 0 da

dMt = 4B3
t dBt + 6B2

t dt− 12BtD
2
t dBt − 12B2

tDtdDt

−6D2
t dt− 6B2

t dt+ 4D3
t dDt + 6D2

t dt

=
(
4B3

t − 12Bt

)
dBt +

(
4D3

t − 12B2
tDt

)
dDt .

Vsi integrandi so taki, da za t > 0 velja E
(∫ t

0
H2
sds
)
< ∞, zato sta oba člena

martingala in posledično je martingal tudi vsota. Podobno je

dNt = 2Bt(D
2
t − t)dBt + 2(B2

t − t)dDt .

b. (5) Naj bo čas ustavljanja T dan s T = inf{t ≥ 0: B2
t + D2

t > 1}. Izračunajte
E(B2

TD
2
T ). Utemeljite korake.

Namig: Mt = (B2
t +D2

t )
2 − 8B2

tD
2
t .

Rešitev: prepǐsimo

Mt =
(
B2
t +D2

t

)2 − 8B2
tD

2
t .

Po izreku o opcijskem ustavljanju je E(Mt∧T ) = 0 za vsak t > 0. Poleg tega je
Mt∧T omejen s konstanto za vse t in lahko pošljemo t → ∞ in uporabimo izrek
o dominirani konvergenci. Sledi

E(MT ) = 0 = 1− 8E(B2
TD

2
T ) .

in posledično

E(B2
TD

2
T ) =

1

8
.

c. (10) Pokažite, da je

E(T 2) = E(T )− 1

8
.

Utemeljite korake.

Rešitev: po izreku o opcijskem ustavljanju je E(Nt∧T ) = 0 za vse t > 0. Če
prepǐsemo, sledi

E
(
B2
t∧TD

2
t∧T − T (B2

t∧T +D2
t∧T ) + (T ∧ t)2

)
= 0 .
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Prepǐsemo v

E
(
(t ∧ T )2

)
= −E

(
B2
t∧TD

2
t∧T
)

+ E
(
(t ∧ T )(B2

t∧T +D2
t∧T )

)
.

Ko t→∞, leva stran po izreku o monotoni konvergenci konvergira proti E(T 2).
Pričakovani vrednosti na desni strani sta dominirani z integrabilnimi spremen-
ljivkami in konvergirata proti pričakovanim vrednostim izrazov, kjer t ∧ T za-
menjamo s T . Zveza sledi.
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2. (25) Prilagojen zvezen proces X naj ustreza enačbi

Xt = B2
t − t+

∫ t

0

XsdBs ,

pri čemer je B Brownovo gibanje in velja X0 = 0. Kot znano privzemite, da je rešitev
enolična in za vsak t > 0 velja E(

∫ t
0
X2
sds) <∞.

a. (15) Naj bo Zt = exp(Bt − 1
2
t). Izračunajte d

(
Z−1t Xt

)
. Najdite X.

Rešitev: Itôva formula nam da dZt = ZtdBt. Enačbo za X prepǐsemo z diferen-
ciali in dobimo

dXt = 2BtdBt +XtdBt .

Sledi d〈Z,X〉t = (2ZtBt + ZtXt)dt. Računamo

d
(
Z−1t Xt

)
= −Xt

Z2
t

ZtdBt +
1

Zt
(2Bt +Xt)dBt

+
Xt

Z3
t

Z2
t dt−

1

Z2
t

(2ZtBt + ZtXt)dt

=
1

Zt
(2BtdBt − 2Btdt) .

Sledi, da je

Xt = Zt

(∫ t

0

Z−1s (2BsdBs − 2Bsds)

)
.

b. (10) Utemeljite, da je 〈X,B〉t =
∫ t
0
(2Bs+Xs)ds in sklepajte, da je E (XtBt) = 0.

Rešitev: iz dXt = 2BtdBt + XtdBt sledi izraz za krǐzno kvadratično variacijo.
Ker je XtBt − 〈X,B〉t martingal, velja

E(XtBt) = E (〈X,B〉t)

= E

(∫ t

0

(2Bs +Xs)ds

)
=

∫ t

0

(2E(Bs) + E(Xs)) ds

= 0 .

Dejstvo, da je E(Xt) = 0 sledi, če v enačbi za X na levi in desni izračunamo
pričakovano vrednost.
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3. (25) Naj bo B Brownovo gibanje in λ > 0.

a. (10) Preverite, da je∫ T

0

e
λ2s
2 sin(λBs)dBs =

1

λ

[
e
λ2T
2 cos(λBT )− 1

]
.

Rešitev: Itôva formula nam da

e
λ2T
2 cos(λBT )

= 1 + λ

∫ T

0

e
λ2s
2 sin(λBs)dBs +

λ2

2

∫ T

0

e
λ2s
2 cos(λBs)ds

−λ
2

2

∫ T

0

e
λ2s
2 cos(λBs)ds

= 1 + λ

∫ T

0

e
λ2s
2 sin(λBs)dBs .

b. (15) Poǐsčite integrand Hs, da bo

cos2(λBT ) = E
(
cos2(λBT )

)
+

∫ T

0

HsdBs .

Uporabite rezultat za izračun E (cos2(λBT )).

Namig: zapǐsite cos2 x z adicijskim izrekom.

Rešitev: iz adicijskega izreka sledi, da je

cos2(λBT ) =
1

2
(1 + cos(2λBT )) .

Prvi del naloge nam da

e2λ
2T cos(2λBT ) = 1 + 2λ

∫ T

0

e2λ
2s sin(2λBs)dBs .

Sledi, da je

e2λ
2T cos2(λBT ) = =

1

2

(
e2λ

2T + e2λ
2T cos(2λBT )

)
=

1

2

(
e2λ

2T + 1 + 2λ

∫ T

0

e2λ
2s sin(2λBs)dBs

)
=

1 + e2λ
2T

2
+ λ

∫ T

0

e2λ
2s sin(2λBs)dBs .
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Iskani integrand je
Hs = λe2λ

2(T−s) sin(2λBs) .

Če na obeh straneh predzadnje enačbe izračunamo pričakovano vrednost, sledi

e2λ
2TE

(
cos2(λBT )

)
=

1 + e2λ
2T

2

in posledično

E
(
cos2(λBT )

)
=

1

2

(
1 + e−2λ

2T
)
.
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4. (25) Naj bo S cena delnice v Black-Scholesovem modelu, z obrestno mero r ∈
(0,∞), in volatilnostjo σ ∈ (0,∞). Fiksirajmo zapadlost T ∈ [0,∞) in označimo z
Q martingalsko mero za interval [0, T ], tako da je na [0, T ], dSt = rStdt + σStdWt za
Q-Brownovo gibanje W .

a. (5) Naj bodo dane konstante 0 < a ≤ b ≤ ∞, ter s ∈ [0,∞). Skicirajte graf
funkcije f : [0,∞)→ [0,∞) dane s predpisom

f(x) =


0 za 0 ≤ x ≤ a

s(x− a) za a < x ≤ b

s(b− a) za x > b

.

Rešitev: Naloga je elementarna.

b. (10) Zapǐsite f(ST ) kot ustrezno linearno kombinacijo dveh izplačil evropskih
nakupnih opcij. Določite za 0 ≤ t ≤ T

Vt := EQ
[
e−r(T−t)f(ST )|Ft

]
.

Rešitev: f(x) = s((x−a)+− (x− b)+), x ∈ [0,∞), in ustrezno za ST namesto x.
Ker je za 0 ≤ t < T in k ∈ (0,∞), s.g. Q(t; k) := EQ

[
e−r(T−t)(ST − k)+|Ft

]
=

StΦ(d1)− ke−r(T−t)Φ(d2), kjer je

d1 =
log (St/k) + r(T − t) + σ2

2
(T − t)

σ
√
T − t

in
d2 = d1 − σ

√
T − t;

, sledi iz linearnosti upanja, da je s.g. Vt = s(Q(t; a) − Q(t; b)). Seveda je
VT = f ◦ ST , s.g.

c. (10) Za 0 ≤ t < T navedite komponento Ht varovalnega portfelja za opcijo, ki
izplača f(ST ) v času T .

Rešitev: Ponovno sledi iz linearnosti, da je iskani H razlika ustreznih H-jev
za evropski nakupni opciji z izvršnima cenama a in b, pomnožen z s. Se pravi

Ht = s

(
Φ

(
log(St/a)+r(T−t)+σ2

2
(T−t)

σ
√
T−t

)
− Φ

(
log(St/b)+r(T−t)+σ2

2
(T−t)

σ
√
T−t

))
.
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