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NAVODILA

Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite resevanja. Naloge so 4. Na razpo-
lago imate 2 uri.
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1. (25) Naj bo B standardno Brownovo gibanje in definirajte proces X kot
X, =B} - 3tB,.
a. (5) Pokazite, da je X lokalni martingal in izrazite (X).
Resitev: Po Itovi formuli in pravilu za odvajanje produkta je
dX, = 3B2dt + 3B;dt — 3B,dt — 3tdB, = 3(B? — t)dB; .
Sledi, da je X lokalni martingal in je d{X); = 9(B? — t)*dt.

b. (10) Pokazite, da sta procesa

92 9x2

M, =¢e¢> Jo (BZ=s)?ds cos(AX;) in Ny, =ez2 Jo (BE=s)%ds sin(AX})
lokalna martingala.
Resitev: Ker je (AX); = 9\? fOt(Bf — s)2ds, je za proces R = AX

dM; = d(e®/2 cos(Ry))
= M, -d(R);/2 — /2 sin(R,)dR, — M,d(R);/2
— _Ntht .

Ker je R lokalni martingal, je torej tudi M lokalni martingal kot stohasticni
integral zveznega, prilagojenega procesa. Za N racunamo podobno.

c. (10) Naj bo
T =inf{t > 0: 9/t(B§ — 8)%ds > 1}.
Utemeljite, da je :
E[Mr]=1 in E[Nr]=0.
Privzemite, da je P(T < c0) = 1.
Resitev: Ustavljen lokalni martingal je lokalni martingal. Procesa M7T in NT

sta torej omejena lokalna martingala in zato omejena martingala. Po izreku o
opcijskem ustavljanju je

E[My] = E[Mar] in E[Ny] = E[Nrni

za vsak t. Kot — oo, je Mppy — My in podobno za N. Ker je Myar ome-
jen, sledi trditev z uporabo izreka o dominirani konvergenci. Argument za N je
podoben.
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2. (25) Prilagojen zvezen proces S naj ustreza enacbi

t t
Sy =Sy + / 1(Bs, s)Ssds + / 0(Bs, s)SsdBs,
0 0

kjer sta p in o zvezni deterministi¢ni funkeiji in je Sy € (0, 00).
a. (10) Privzemite, da je S; > 0 za vse 0 < ¢ < T'. Pokazite, da velja

/T 2(B,, s)d 2log (21 +/T2ds
0 (B, 8)ds = — — —dS,.
0 & SO 0 Ss

Regitev: Ker je Sy > 0, lahko uporabimo Itévo formulo za funkcijo f(z) =logw.
Dobimo

log(St) — log(So) = /T 1dS —1/T 1d<S>
T 0 o Ss s 9 o Sg s

= /Tlds 1/T1 (B, 5)S%d
— ; SS s 5 ; Sga s5y8)0sAS

T 4 1 (T
— | —as,—= | o*B,, s)ds.
/oSsS 2/00( ,8)ds

Enacbo pomnozimo z —2 in preuredimo in rezultat sleds.

b. (15) Izracunajte stohasti¢ni diferencial procesa

Y, = S, exp (— /Ota(Bs,s)st + /Ot (@ — u(B,, s)) ds) .

Sklepajte, da je S; > 0s.g. zavse 0 <t <T.

Regitev: Izracunajmo najprej diferencial drugega c¢lena. Oznacimo clen v ekspo-
nentu z Z;. Po Itovi formuli dobimo

1
d(e”), = ethZt+§erd<Z>t

t

1 1
= 2 (-O’(Bt,t)dBt + 502(Bt7t)dt — (B, t)dt + 5‘72(Bta t)dt) :

Odvajamo
1
d(Sie”) = ethStJrStethZtJr§Steth<Z>t+eth<S,Z)t

-2 (M<Bt, t)Sydt + o(By, )SidB, — (By, ) S,dB,

—,LL(Bt, t)Stdt + 0'2(Bt, t)Stdt - 0'2(Bt, t)Stdt)

Proces Y je konstanten in razlicen od 0, kar pomeni, Sy > 0 s.g.
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3. (25) Naj bo B standardno Brownovo gibanje in naj bo (F;),, filtracija, ki jo

generira. Naj bo
t
At = / Bsds .
0

a. (10) Za 0 <t < T izracunajte

>0

E (AglF,)
Resitev: Racunamo
T
AT = At +/ Bgds
tT
::m+/(&+wfﬂm%s
t

T—t T—t
— At + BE(T — t) + QBt/ (Bt+u — Bt)du + / (Bt-HL — Bt)2du .
0 0

Po markouvski lastnosti je (B, — By: u > 0) Brownovo gibanje neodvisno of F.

Opazimo se, da je
T—t
E {/ (Biyu — Bt)du} =0
0

E [ /0 B - Bt)%zu} _ /0 = - b

Po pravilih za pogojno pricakovano vrednost bo

m

T —t)?
E(Ar|F) =A+ B (T —t)+ ( 5 )
b. (15) Poiscite prilagojen proces H, da bo veljalo
T
E {/ HZds| < o
0
in
T
Ar = E(Ar) +/ H.dB;.
0
Resitev: Iz prvega dela sledi, da je
E (AT|.E) — F(Bt, At7 t) .
Ker je
(T —t)?

F(z,y.t) =y +a*(T —t)+

2 )l
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je funkcija dovolj gladka, da uporabimo Itovo formulo. Sledi

F(BtaAtat) - F(ana()) =

LoF LOF
- a_ BS7AS7 st a BsuAsa dAs
B A+ [ B
tOF 1 ['O’F
—(B, A — —(B,, A :
[ GrBa s+ g [ S B AL

Na levi je martingal. To pomeni, da se morajo na desni ¢leni, ki itmajo koncno
totalno variacijo, sesteti v konstanto. Sledi, da je

T? LOF
F(B,, A, t) = — (B, A, s)dB,.
( ts t?) 9 + 0 a.l’< 5)

Sleds

Ocitno je zadosceno tudi pogoju za integrabilnost.
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4. (25) Predpostavite za gibanje cene delnice Black-Scholesov model, torej

2
St — Soe,utJra'Btf%t )

Predpostavite Se, da na ¢asovnem intervalu [0, 7' obrestna mera ni konstantna, temveé
je znana omejena funkcija r(t), tako da je diskontirani proces cene enak

~ 2
S, = Spe™ fé r(s)ds+pt+oBy— %t

a. (10) Kako bi zamenjali mero, da bi bil S martingal za 0 <t < T?

Namig: Pod katero novo mero je proces

t —
Wtth—/ r(s)—p
0

o
Brownovo gibanje?

Resitev: Zapisemo drugace

~ t _ 2
Sy = Sy exp (0 (Bt - / T(S)—uds) - U—t) )
0 o 2

Zamenjati bt morali mero tako, da bi bil proces

t —
Bt_/ r(s)—m,
0

g

pod novo mero Brownovo gibanje. Za Radon-Nikodymouv odvod izberemo po izreku
Girsanova izraz

exp (/OTT(S{%MCZBS—%/OT <T(‘°’{+“>2ds> .

Pod to novo mero Q je

g

t J—
Wtth—/ r(s) =,
0

Brownovo gibanje. Pod Q) bo torej

¢ o2
S, = Sy exp (/ r(s)ds + oW, — 725) :
0
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b. (5) Ovrednotite evropsko nakupno opcijo z izvrsno ceno k in zapadlostjo T, v
trenutku ¢t = 0.

Namig: Vi je pricakovana diskontirana vrednost Vi pod novo mero. Ne racunajte
integralov , temvec si pomagajte z znanimi formulami za evropske nakupne opcije
pri konstantni obrestni meri.

Resitev: Izracunati je treba
T
Vo = e Jo TR By (S — k)4 -

Pricakovana vrednost je
e fOTr(s)dsEQ ((SoefoTr(s)ds—I—UWT—";T i k?) ) ‘
+

Ta integral poznamo, saj smo ga izracunali za evropsko nakupno opcijo v primeru
konstantne obrestne mere. Edina razlika je, da nadomestimo r’1 z fOTT<S)dS.
Sledr .

Vo = So®(dy) — ke~ Jo "5,

za
_ log (So/k) + fOTT(s)ds + %QT

oVT

dr

m

dgzdl—aﬁ.

c. (5) Ovrednotite evropsko nakupno opcijo z izvrsno ceno k in zapadlostjo T, v
trenutku .

Resitev: 'V prejsnji tocki nadomestimo fOTr(s)ds z j;Tr(s)ds inT sT —1t, ter
S(] z St'

d. (5) Zapisite komponento H, varovalnega portfelja.

Regsitev: Za navadno evropsko nakupno opcijo z izvrsno ceno k je Hy = ®(dy).
Velja enaka formula, le definiramo

o low(Su/k) + [l r(s)ds + (T —t)
e oV —t '



