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EŠI

TV
E



FM2, 2020/2021, M. Perman, M. Kink

1. (25) Naj bo B standardno Brownovo gibanje in definirajte proces X kot

Xt = B3
t − 3tBt .

a. (5) Pokažite, da je X lokalni martingal in izrazite 〈X〉.

Rešitev: Po Itôvi formuli in pravilu za odvajanje produkta je

dXt = 3B2
t dt+ 3Btdt− 3Btdt− 3tdBt = 3(B2

t − t)dBt .

Sledi, da je X lokalni martingal in je d〈X〉t = 9(B2
t − t)2dt.

b. (10) Pokažite, da sta procesa

Mt = e
9λ2

2

∫ t
0 (B

2
s−s)2ds cos(λXt) in Nt = e

9λ2

2

∫ t
0 (B

2
s−s)2ds sin(λXt)

lokalna martingala.

Rešitev: Ker je 〈λX〉t = 9λ2
∫ t
0
(B2

s − s)2ds, je za proces R = λX

dMt = d(e〈R〉t/2 cos(Rt))

= Mt · d〈R〉t/2− e〈R〉t/2 sin(Rt)dRt −Mtd〈R〉t/2
= −NtdRt .

Ker je R lokalni martingal, je torej tudi M lokalni martingal kot stohastični
integral zveznega, prilagojenega procesa. Za N računamo podobno.

c. (10) Naj bo

T = inf{t ≥ 0: 9

∫ t

0

(B2
s − s)2ds > 1} .

Utemeljite, da je
E[MT ] = 1 in E[NT ] = 0 .

Privzemite, da je P (T <∞) = 1.

Rešitev: Ustavljen lokalni martingal je lokalni martingal. Procesa MT in NT

sta torej omejena lokalna martingala in zato omejena martingala. Po izreku o
opcijskem ustavljanju je

E[M0] = E[Mt∧T ] in E[N0] = E[NT∧t]

za vsak t. Ko t → ∞, je MT∧t → MT in podobno za N . Ker je Mt∧T ome-
jen, sledi trditev z uporabo izreka o dominirani konvergenci. Argument za N je
podoben.
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2. (25) Prilagojen zvezen proces S naj ustreza enačbi

St = S0 +

∫ t

0

µ(Bs, s)Ssds+

∫ t

0

σ(Bs, s)SsdBs ,

kjer sta µ in σ zvezni deterministični funkciji in je S0 ∈ (0,∞).

a. (10) Privzemite, da je St > 0 za vse 0 ≤ t ≤ T . Pokažite, da velja∫ T

0

σ2(Bs, s)ds = −2 log

(
ST
S0

)
+

∫ T

0

2

Ss
dSs .

Rešitev: Ker je St > 0, lahko uporabimo Itôvo formulo za funkcijo f(x) = log x.
Dobimo

log(ST )− log(S0) =

∫ T

0

1

Ss
dSs −

1

2

∫ T

0

1

S2
s

d〈S〉s

=

∫ T

0

1

Ss
dSs −

1

2

∫ T

0

1

S2
s

σ2(Bs, s)S
2
sds

=

∫ T

0

1

Ss
dSs −

1

2

∫ T

0

σ2(Bs, s)ds .

Enačbo pomnožimo z −2 in preuredimo in rezultat sledi.

b. (15) Izračunajte stohastični diferencial procesa

Yt = St exp

(
−
∫ t

0

σ(Bs, s)dBs +

∫ t

0

(
σ2(Bs, s)

2
− µ(Bs, s)

)
ds

)
.

Sklepajte, da je St > 0 s.g. za vse 0 ≤ t ≤ T .

Rešitev: Izračunajmo najprej diferencial drugega člena. Označimo člen v ekspo-
nentu z Zt. Po Itôvi formuli dobimo

d
(
eZt
)
t

= eZtdZt +
1

2
eZtd〈Z〉t

= eZt
(
−σ(Bt, t)dBt +

1

2
σ2(Bt, t)dt− µ(Bt, t)dt+

1

2
σ2(Bt, t)dt

)
.

Odvajamo

d
(
Ste

Zt
)

= eZtdSt + Ste
ZtdZt +

1

2
Ste

Ztd〈Z〉t + eZtd〈S,Z〉t

= eZt
(
µ(Bt, t)Stdt+ σ(Bt, t)StdBt − σ(Bt, t)StdBt

−µ(Bt, t)Stdt+ σ2(Bt, t)Stdt− σ2(Bt, t)Stdt

)
= 0 .

Proces Y je konstanten in različen od 0, kar pomeni, St > 0 s.g.
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3. (25) Naj bo B standardno Brownovo gibanje in naj bo (Ft)t≥0 filtracija, ki jo
generira. Naj bo

At =

∫ t

0

B2
sds .

a. (10) Za 0 ≤ t < T izračunajte

E (AT |Ft) .

Rešitev: Računamo

AT = At +

∫ T

t

B2
sds

= At +

∫ T

t

(Bt + (Bs −Bt))
2 ds

= At +B2
t (T − t) + 2Bt

∫ T−t

0

(Bt+u −Bt)du+

∫ T−t

0

(Bt+u −Bt)
2du .

Po markovski lastnosti je (Bt+u−Bt : u ≥ 0) Brownovo gibanje neodvisno of Ft.
Opazimo še, da je

E

[∫ T−t

0

(Bt+u −Bt)du

]
= 0

in

E

[∫ T−t

0

(Bt+u −Bt)
2du

]
=

∫ T−t

0

udu =
(T − t)2

2
.

Po pravilih za pogojno pričakovano vrednost bo

E (AT |Ft) = At +B2
t (T − t) +

(T − t)2

2
.

b. (15) Poǐsčite prilagojen proces H, da bo veljalo

E

[∫ T

0

H2
sds

]
<∞

in

AT = E (AT ) +

∫ T

0

HsdBs .

Rešitev: Iz prvega dela sledi, da je

E (AT |Ft) = F (Bt, At, t) .

Ker je

F (x, y, t) = y + x2(T − t) +
(T − t)2

2
,
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je funkcija dovolj gladka, da uporabimo Itôvo formulo. Sledi

F (Bt, At, t)− F (0, 0, 0) =

=

∫ t

0

∂F

∂x
(Bs, As, s)dBs +

∫ t

0

∂F

∂y
(Bs, As, s)dAs

+

∫ t

0

∂F

∂t
(Bs, As, s)ds+

1

2

∫ t

0

∂2F

∂x2
(Bs, As, s)ds .

Na levi je martingal. To pomeni, da se morajo na desni členi, ki imajo končno
totalno variacijo, sešteti v konstanto. Sledi, da je

F (Bt, At, t) =
T 2

2
+

∫ t

0

∂F

∂x
(Bs, As, s)dBs .

Sledi
Ht = 2Bt(T − t) .

Očitno je zadoščeno tudi pogoju za integrabilnost.
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4. (25) Predpostavite za gibanje cene delnice Black-Scholesov model, torej

St = S0e
µt+σBt−σ

2

2
t .

Predpostavite še, da na časovnem intervalu [0, T ] obrestna mera ni konstantna, temveč
je znana omejena funkcija r(t), tako da je diskontirani proces cene enak

S̃t = S0e
−

∫ t
0 r(s)ds+µt+σBt−

σ2

2
t

a. (10) Kako bi zamenjali mero, da bi bil S̃ martingal za 0 ≤ t ≤ T?

Namig: Pod katero novo mero je proces

Wt = Bt −
∫ t

0

r(s)− µ
σ

ds

Brownovo gibanje?

Rešitev: Zapǐsemo drugače

S̃t = S0 exp

(
σ

(
Bt −

∫ t

0

r(s)− µ
σ

ds

)
− σ2

2
t

)
.

Zamenjati bi morali mero tako, da bi bil proces

Bt −
∫ t

0

r(s)− µ
σ

ds

pod novo mero Brownovo gibanje. Za Radon-Nikodýmov odvod izberemo po izreku
Girsanova izraz

exp

(∫ T

0

r(s)− µ
σ

dBs −
1

2

∫ T

0

(
r(s)− µ

σ

)2

ds

)
.

Pod to novo mero Q je

Wt = Bt −
∫ t

0

r(s)− µ
σ

ds

Brownovo gibanje. Pod Q bo torej

St = S0 exp

(∫ t

0

r(s)ds+ σWt −
σ2

2
t

)
.

6



FM2, 2020/2021, M. Perman, M. Kink

b. (5) Ovrednotite evropsko nakupno opcijo z izvršno ceno k in zapadlostjo T , v
trenutku t = 0.

Namig: V0 je pričakovana diskontirana vrednost VT pod novo mero. Ne računajte
integralov , temveč si pomagajte z znanimi formulami za evropske nakupne opcije
pri konstantni obrestni meri.

Rešitev: Izračunati je treba

V0 = e−
∫ T
0 r(s)dsEQ ((ST − k)+) .

Pričakovana vrednost je

e−
∫ T
0 r(s)dsEQ

((
S0e

∫ T
0 r(s)ds+σWT−σ

2

2
T − k

)
+

)
.

Ta integral poznamo, saj smo ga izračunali za evropsko nakupno opcijo v primeru
konstantne obrestne mere. Edina razlika je, da nadomestimo rT z

∫ T
0
r(s)ds.

Sledi
V0 = S0Φ(d1)− ke−

∫ T
0 r(s)dsΦ(d2)

za

d1 =
log (S0/k) +

∫ T
0
r(s)ds+ σ2

2
T

σ
√
T

in
d2 = d1 − σ

√
T .

c. (5) Ovrednotite evropsko nakupno opcijo z izvršno ceno k in zapadlostjo T , v
trenutku t.

Rešitev: V preǰsnji točki nadomestimo
∫ T
0
r(s)ds z

∫ T
t
r(s)ds in T s T − t, ter

S0 z St.

d. (5) Zapǐsite komponento Ht varovalnega portfelja.

Rešitev: Za navadno evropsko nakupno opcijo z izvršno ceno k je Ht = Φ(d1).
Velja enaka formula, le definiramo

d1 =
log (St/k) +

∫ T
t
r(s)ds+ σ2

2
(T − t)

σ
√
T − t

.
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