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NAVODILA

Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite resevanja. Naloge so 4. Na razpo-
lago imate 2 uri.

Naloga | a b C. d
1. ° °
2. °
3. ° °
4.

Skupaj
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1. (25) Naj bo B standardno Brownovo gibanje. Za a,b > 0 definirajte ¢as ustavljanja
Top=inf{t >0: B, € {—a,b}}.

a. (10) Procesu X; = (b — B:)(B; + a) pristejte ustrezno linearno funkcijo tako da
boste dobili martingal.

Resitev: vemo, da je B? —t martingal. Ce razpisemo
X, =bB;, — B>+ ab—aB,,
so vsi ¢leni razen B? martingali. Pristeti moramo samo t.
b. (15) Izracunajte E(T,;). Utemeljite vse korake.

Resitev: iz prvega dela sledi, da je My = (b— By)(B;+a)+t martingal. Po izreku
o opcigskem ustavljanju je za t > 0

E (MTa,b/\t) = E (M) .
Prepisemo lahko v
E ((b — By, jnt)(Br, ot + a)) = E(My) — E(T,p N1).

Integrand na levi strani je omejen in ker je P(T,, < co) = 1, konvergira proti
0, kot — oo. Na desni lahko uporabimo izrek o monotoni konvergenci. Sledi

E(Ty,) = E(Mp) = ab.
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2. (25) Semimartingal X naj ustreza stohasti¢ni diferencialni enacbi
dXt - Xt(l - Xt)dt + Xtth 5
kjer je W standardno Brownovo gibanje. Privzemite, da je Xy = xg > 0.

a. (5) Definirajte Y; = 1/X;. Izpeljite stohasticno diferencialno enacbo za Y.
Utemeljite, da ima stohasti¢na diferencialna enacba za Y enoli¢no krepko resitev.

Resitev: po Itovi formuli je

1

1

Upostevamo, da je d(X ), = X2dt in sledi
dY; = (1 = Y,)dt + YidW, + Ydt

kar se poenostavi v

dY, = dt + Y, dW,.

Koeficienta ustrezata Lipshitzovemu pogoju, zato ima enacba enolicno krepko
resitev.

b. (10) Izpeljite stohasti¢no diferencialno enac¢bo za proces
Zt — eOéWt-i-Bt . Y;
za dana « in .

Resitev: rac¢unamo
2
«
d (eo‘Wtwt) = Wb (0dW, + Bdt) + 5 eWietBt gy

Po formuli za stohasticno odvajangje produkta je

2

dZ, = Y,etWietht (ath + Bdt + %dt) + 2t gy,

+ ae®WetBty dt

Poenostavimo lahko v

2

dZy = (o + 1) Z,dW, + (6 + % + a) Yidt 4 e*Withtat
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c. (10) Poiscite proces X.
Regitev: v drugi tocki izberemo o = —1 in = % Enacba se poenostavi v
Az, = e Wit dt

Sledi, da je
t
Zy = 2o —I—/ e Wstads
0

t ]_ t s
X = <6W‘_2 (— +/ €_WS+2d8>>
Zo 0

1 posledicno
~1
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3. (25) Naj bo B standardno Brownovo gibanje. Naj bo 0 =ty < t; < ty < ---

t, = T particija intervala [0, 7]. Definirajte

n

X=][B,-B,.) .

k=1
Velja E(X) =0 in B(X?) = [T, (tx — tr—1).
a. (10) Definirajte

Hk: 1 zatk_lgtgtk
t 0 sicer.

in M} = [} H,dB, za t € [0,T). Izracunajte [, HFfdB, in (M*, M) za k # L.

Resitev: ocitno je fOT Hdes = By, — By,_,. Po pravih za stohasticne integrale
je (H-B,K -B) = HK - (B, B). Ker je v nasem primeru H*H' = 0, so vsi

oklepaji enaki 0.
b. (15) Najdite integrand H, da bo

T
X :/ thBt.
0

Namig: X = F(M}, ..., MZ) =[], Mk.

Regsitev: wuporabimo Itévo formulo za F(xy,...,z,) = X129+ x,. Vsi drugi
parcialni odvodi po isti spremenljivk: so enaki 0, pri mesanih parcialnih odvodih
pa so oklepaji enaki 0, zato v Itovi formuli ostanejo samo prvi parcialni odvodi.

Sledq .
n n 8F
||M’f:§ — (M}, ... M™MdM* .
T 1/0 axk( to ) t) s

Sledi, da je
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4. (25) Predpostavite za gibanje cene delnice Black-Scholesov model, torej

2
St — Soe,utJra'Btf%t )

Predpostavite Se, da na ¢asovnem intervalu [0, 7' obrestna mera ni konstantna, temveé
je znana omejena funkcija r(t), tako da je diskontirani proces cene enak

~ 2
S, = Spe™ fé r(s)ds+pt+oBy— %t

a. (10) Kako bi zamenjali mero, da bi bil S martingal za 0 <t < T?

Namig: Pod katero novo mero je proces

t —
Wtth—/ r(s)—p
0

o
Brownovo gibanje?

Resitev: Zapisemo drugace

~ t _ 2
Sy = Sy exp (0 (Bt - / T(S)—uds) - U—t) )
0 o 2

Zamenjati bt morali mero tako, da bi bil proces

t —
Bt_/ r(s)—m,
0

g

pod novo mero Brownovo gibanje. Za Radon-Nikodymouv odvod izberemo po izreku
Girsanova izraz

exp (/OTT(S{%MCZBS—%/OT <T(‘°’{+“>2ds> .

Pod to novo mero Q je

g

t J—
Wtth—/ r(s) =,
0

Brownovo gibanje. Pod Q) bo torej

¢ o2
S, = Sy exp (/ r(s)ds + oW, — 725) :
0
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b. (5) Ovrednotite evropsko nakupno opcijo z izvrsno ceno k in zapadlostjo T, v
trenutku ¢t = 0.

Namig: Vi je pricakovana diskontirana vrednost Vi pod novo mero. Ne racunajte
integralov , temvec si pomagajte z znanimi formulami za evropske nakupne opcije
pri konstantni obrestni meri.

Resitev: Izracunati je treba
T
Vo = e Jo TR By (S — k)4 -

Pricakovana vrednost je
e fOTr(s)dsEQ ((SoefoTr(s)ds—I—UWT—";T i k?) ) ‘
+

Ta integral poznamo, saj smo ga izracunali za evropsko nakupno opcijo v primeru
konstantne obrestne mere. Edina razlika je, da nadomestimo r’1 z fOTT<S)dS.
Sledr .

Vo = So®(dy) — ke~ Jo "5,

za
_ log (So/k) + fOTT(s)ds + %QT

oVT

dr

m

dgzdl—aﬁ.

c. (5) Ovrednotite evropsko nakupno opcijo z izvrsno ceno k in zapadlostjo T, v
trenutku .

Resitev: 'V prejsnji tocki nadomestimo fOTr(s)ds z j;Tr(s)ds inT sT —1t, ter
S(] z St'

d. (5) Zapisite komponento H, varovalnega portfelja.

Regsitev: Za navadno evropsko nakupno opcijo z izvrsno ceno k je Hy = ®(dy).
Velja enaka formula, le definiramo

o low(Su/k) + [l r(s)ds + (T —t)
e oV —t '



