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NAVODILA

Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite resevanja. Naloge so 4. Na razpo-
lago imate 2 uri.

Naloga | a b C d.
1. ° °
2. °
3. ° °
4. °
Skupaj
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1. (25) Naj bo B standardno Brownovo gibanje in definirajte

t
X, :/ 1(B, > 0)dB, .
0

Definirajte
t
At = / 1(BS > O)ds .
0
a. (15) Pokazite, da sta procesa
A2 A2
M, = ez cos(AX;) in Ny = ez A sin(AX;)
martingala.
Regsitev: Racunamo z diferenciali in opazimo, da je Ay = (M);. Dobimo
A2 a2y 22y . A?

dM; = 5er tcos(AXy)dA; — ez [ Asin(AX,)d X, — 5 cos(AXy)d(X ),

22 22 A2
= €7At (? COS()\Xt)dAt — )\Sln()\Xt)l(Bt > O)dBt — ? COS()\Xt)dAt>

2
= —Ae%At Sll’l()\Xt)l(Bt > O)dBt .

Ker je integrand na vsakem koncénem intervalu omejen, je lokalni martinal M
tudi martingal. Podobno racunamo za N.

b. (10) Naj bo T' = inf{t > 0: A; > 1}. Izracunajte E(My) in E(Nr). Utemeljite
korake. Kot znano lahko privzamete, da je P(T' < c0) = 1.

Resitev: T je cas ustavljanja. Proces (Mrat)icoc) je omejen lokalni martin-
gal, torej martingal, in lahko uporabimo dejstvo, da imajo martingali konstantno
upanje, pa dobimo

E(Mrpy) =1.

Ko t — oo zaradi predpostavk in zveznosti M, sledi, da My, — Mry. Zaradi
omejenosti lahko uporabimo izrek o dominirani konvergenci in dobimo

E(My) =1.

Ker je Ap =1, sledi, da je

2

E (cos(AX7p)) = e~ % .

Podobno sklepamo, da je
E (sin(AX7)) =0.

Sledi, da je X7 ~ N(0,1).
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2. (25) Prilagojena zvezna procesa X in Y naj ustrezata enacbama

dX, = X,dBY + X,dB®
dY, = —Y,dt+Y,dB",

kjer sta BM) in B® neodvisni Brownovi gibanji. Predpostavite e zacetna pogoja
Xo=Yy =1

a. (b) Izracunajte d (X;Y;).
Resitev: Racunamo

d(XY,) = X.dY, +YdX, +d(X,Y),
= X, (~Yidt +YidB") + Y, (XdB" + XdB) + X,Vidt
= 2X,Y,dB" + X,Y;dB®? .

b. (10) Najdite X,Y;.

Namig: proces
2B + BY

W, =
t V5

je Brownovo gibanje.

Resitev: Iz prvega dela naloge sledi, da je
t t
XY, =142 / X,Y,dBWY + / X,Y,dB? .
0 0

Prepisemo
t
XY, :1+\/5/ X,Y.dW, .
0

Tako enacbo enolicno resi eksponentni martingal
d
XY = 8(\/5W)t = €Xp (\/EWt - 575)

ali .
XY, = exp <th(” +B® — §t) .
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c. (10) Izracunajte cov(Xy, Y;). Lahko privzamete, da sta f(f X,dB ter fot X,dB?
martingala.

Resitev: Ker imamo opravka z eksponentnim martingalom je
EXY;)=1.

Iz dejstva da sta fot Xsngl) ter fot XSdB§2) martingala ter iz prve enacbe v
besedilu naloge tudi izhaja, da je E(X;) = EXg =1 za vse t. Po drugi strani
lahko drugo SDE (Black Scholes enacbo) za Y takoj resimo: Y; = e~'&(BW),,
in torej BY; = e™t. Sledi

cov(X,, Y;) = E(X,Y,) — E(X)E(Y;) =1—¢".

(Da sta fot X.dBY ter f(f X,dB® res martingala vidimo iz Y, = e t&(BW), in iz
1zraza za XYy ko izrazimo Xy, vidimo da je le-ta dovolj integrabilen’ da dobimo
martingale.)
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3. (20) Naj bo B standardno Brownovo gibanje in naj bo (F;),, filtracija, ki jo

generira. Naj bo
t
At = / Bsds .
0

a. (10) Za 0 <t < T izracunajte

>0

E (AglF,)
Resitev: Racunamo
T
AT = At +/ Bgds
tT
::m+/(&+wfﬂm%s
t

T—t T—t
— At + BE(T — t) + QBt/ (Bt+u — Bt)du + / (Bt-HL — Bt)2du .
0 0

Po markouvski lastnosti je (B, — By: u > 0) Brownovo gibanje neodvisno of F.

Opazimo se, da je
T—t
E {/ (Biyu — Bt)du} =0
0

E [ /0 B - Bt)%zu} _ /0 = - b

Po pravilih za pogojno pricakovano vrednost bo

m

T —t)?
E(Ar|F) =A+ B (T —t)+ ( 5 )
b. (10) Poiscite prilagojen proces H, da bo veljalo
T
E {/ HZds| < o
0
in
T
Ar = E(Ar) +/ H.dB;.
0
Resitev: Iz prvega dela sledi, da je
E (AT|.E) — F(Bt, At7 t) .
Ker je
(T —t)?

F(z,y.t) =y +a*(T —t)+

2 )l
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je funkcija dovolj gladka, da uporabimo Itovo formulo. Sledi

F(BtaAtat) - F(ana()) =

LoF LOF
- a_ BS7AS7 st a BsuAsa dAs
B A+ [ B
tOF 1 ['O’F
—(B, A — —(B,, A :
[ GrBa s+ g [ S B AL

Na levi je martingal. To pomeni, da se morajo ¢leni na desni, ki itmajo koncno
totalno variacijo, sesteti v konstanto. Sledi, da je

T? LOF
F(B,, A, t) = — (B, A, s)dB,.
( ts t?) 9 + 0 a.l’< 5)

Sleds

Ocitno je zadosceno tudi pogoju za integrabilnost.
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4. (25) Predpostavite Black-Scholesov model za gibanje cene delnice, v katerem je
obrestna mera r = 0. Fiksirajmo zapadlost 7" € (0, 00) in nivo a € (0, 00). Digitalna
opcija ima izplacilno funkcijo

VTzl(ma%'rStZa),

0<t<

torej izplacilo je 1, ¢e cena opcije v casovnem intervalu [0, 7] preseze prag a, 0 sicer.
a. (10) Definirajte S; = maxo<s<; Ss za t > 0. Za 0 <t in 0 < x definirajte

Q (S't/So > x) = F(x,t),
kjer je () obicajna nova mera. Utemeljite, da jeza 0 <t < T

Eq (1(St > a)|F) = 1(S; > a) + 1(S; < a)F(a/S;, T — ).

Resitev: Zapisemo lahko
1=1(5 >a)+1(S; < a).
Oba ¢lena na desni sta F; merljiva. Racunamo

Eq (1(Sr > a)|F)
= Eq(1(S; > a,S5r > a)|F) + Eg (1(S; < a,Sr > a)|F)
= 1(S; > a)
- 2
+1(S; < a)Eq (St OSr?Sa%(—t exp (a(WHS - W) — %s) > a|.7:t)

= 1(S;,>a)+1(S, < a)F (a)S;,T — t) .

b. (5) Naj bo T, = inf{t > 0: S; = a}. Utemeljite, da za T, < T velja

Vp, =1.

Resitev: Ce S, doseze prag a pred casom T, vemo zagotovo, da bomo na koncu
morali izplacatt 1. Gibanje cene delnice od T, naprej je brezpredmetno, zato
v varovalnem portfelju delnice ne bo vec, zaradi odsotnosti diskontiranja pa bo
vrednost v trenutku T, <'T enaka zgornjemu znesku.

c. (10) Privzemite da je F(x,t) razreda C? v x in razreda C* vt zat > 0, x > 0.
Pokazite, da je na {t < T, A T'} varovalna komponenta H za vrednostni proces

V nasSe digitalne opcije enaka
OF

Ht = —% (CL/St,T—t)

a
Si
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Resitev: Do strogo pred ¢asom T, N'T (procese ustavimo ob T,_. N (T —¢€), € €
(0,aAT)) lahko uporabimo Itévo formulo in dobimo komponento Hy s parcialnim
odvodom “OV;/0S;” za kar uporabimo izraz iz tocke (a): do tega ¢asa se namreé
V, izraza s C? funkcijo Si-ja in t-ja. Uporabiti moramo samo Se pravilo za
odvajangje posrednih funkcij. Spustimo € | 0.



