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NAVODILA

Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite resevanja. Naloge so 4. Na razpo-
lago imate 2 uri.

Naloga | a b C d.
1. ° °
2. ° °
3. ° °
4. °
Skupaj
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1. (25) Naj bo B standardno Brownovo gibanje. Naj bo T = inf{t > 0: B, € {a, —b}}
za a,b > 0.

a. (15) Utemeljite, da je M; = B} — 3tB; martingal. Izracunajte cov(Bz,T).
Utemeljite vse korake.

Resitev: Po Itovi formuli je
t
M; = / (3B% — 3s)dB, .
0

Za integrand velja

¢ t
/ E [(3382 — 3835)2} ds = / 18s%ds < o0,
0 0

zato je M martingal. Po izreku o opcijskem ustavljanju velja
E(Mrp) = E(Mo) =0
za vsak t > 0. Prepisemo v
E(B3,,) =3E((T At)Brp) -

Na levi strani je integrand po absolutni vrednosti omejen z max(a,b)®, na desni
pa z max(a,b) - T. S predavanj vemo, da je E(T) < co. Kot — o0, lahko na
levi in na desni uporabimo izrek o dominirani konvergenci. Sledi

b gy

E(B}) =a’-
(Br) =a a+b a+b

Poenostavimo v

E(TBr) = ab(a —1).
Iz predpostavk izhaja E(Br) = 0, zato je cov(Br,T) = ab(a — b).

b. (10) Pokazite, da je N; = B} — 6tB? + 3t* martingal. Izracunajte cov(Bz,T).
Utemeljite vse korake. Kot znano privzemite

1
E(T?) = Sab (a® + 3ab+b*) .

Resitev: Vemo, da je

=ab.

b a
BB = o Y

Ker je B? —t martingal, je

E(BF,,) = E(T At).
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Kot — 00, na levi uporabimo izrek o dominirani, na desni pa izrek o monotoni
konnvergenci. Sledi
E(T) = E(B%) = ab.

Po Itu je
t
N, = / (4B% — 125B,)dB, .
0

Za integrand velja

t
/ E | (4B}~ 125B,)"| ds < oo,
0
zato je N martingal. Po izreku o opcijskem ustavijanju velja
E(Bfn) +3E (T At)?) =6E ((T'At)Bi,,) -

Utemejitev, da enakost velja, kot — oo, sledi po izrekih o dominirani in mono-
toni konvergenci. Dobimo

B(TB}) = < (B (B}) +3E(T)
Vstavimo in upostevamo zgornje. Dobimo
E(TB3) = %ab (a® 4 3ab+ b%)
1 posledicno

1 1
cov(B2,T) = gab (a* + 3ab+b%) — a’b® = gab(a —b)2
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2. (25) Za zvezen semimartingal X naj velja
dXt = Xt(l - Xt)th 5

kjer je W standardno Brownovo gibanje in Xy = xy € (0,1). Kot znano privzemite,
da je P(X; € (0,1)) =1 za vse t > 0. Definirajte

X
Yt:log(l tX>
- t

Zo
Yo = log (1 ) .

1 /[t Y,
szo—i—Wt—l——/tanh(—)ds.
2 J, 2

Utemeljite, da ima ta stohasti¢na diferencialna enacba enoli¢no dolo¢eno krepko
resitev. Pri tem je

in

a. (10) Pokazite, da je

sinhy e¥—e™

tanhy = = .
Y coshy e¥+e¥

Resitev: Funkcija
x

fla) =

je na (0,1) dvakrat zvezno odvedljiva. Ker proces vedno ostane na tem intervalu,
lahko uporabimo Itovo formulo. Izracunamo

f'(x) = in f'(z) =

Ugotovimo Se, da je

dX, = X,(1 = X)aw, in d(X), = X}(1 — X,)%dt

20 —1
22(1 —a22)

o
z(l—x)

m
et , e’ —1
Xt = m, tOT’Q] 2Xt —1= ovi 1 = tanh(Yt/Q) .
Sledi
f(Xt)_f<x0) = Y.~y
t 1 1 [t 2X,—1
= —dX,+ - ———d(X
™3 ) s
¢

1 t
- /dWS+—/(2Xs—1)ds
0 2 0

1 t
= Wt+§/ tanh(Y;/2)ds.
0

Funkcija p(y) = tanh(y/2) ima odvod omejen z 1/2, zato je izpolnjen Lipschitzov
pogoj in s tem zagotovljen obstoj krepke resitve in njena enolicnost.
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b. (5) Izracunajte E(Y}).

Resitev: Iz dejstva, da je X omejen, izhaja da je X omejen martingal, torej je
E(X}) = E(Xo) = zg. 1z prvega dela naloge imamo, da je

1 t
0
Sledi
1 t
EY:) =y + 5/ (229 — 1)ds = yo + (zo — 1/2)t
0
c. (10) Izracunajte cov(X3, Yy).
Namiga: izracunajte d(X,Y;).

Regitev: Veljalo bo
t t
XY, = zoyo + / X.dY, + / YdX, + (X,Y),.
0 0

Vstavimo diferenciale in ne levi in desni uporabimo pricakovano vrednost. Ker
je X omejen, lahko poljubno zamenjamo integriranje in pricakovane vrednosti.

Sledr
1 t t
E(XY:) = zoyo + 5/ E(X (2X,—1))ds + / E(X(1— Xy))ds.
0 0

Poenostavimo in sled:

1 [t To -t
E(X.Y}) = xzoyo + 5/ E(X)ds = zoyo + 02 '
0

Kovarianca sledi.
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3. (25) Naj bo f: R — R zvezna in omejena. Definirajte

T
XT = / f(Bs)dS .
0
Za slucajno spremenljivko X7 je F(X?%) < cc.

a. (10) Za 0 <t < T definirajte funkcijo

sat) = [ B+ B .

Izrazite E(Xp|F;) s funkcijo ¥(x, ).

Resitev: Zapisemo
T
XT _Xt+/ f(BS—Bt+Bt)dS
t

Zaradi neodvisnosti Brownovega gibanja (Bs— By: s > t) od Fy, lahko izracunamo
pogojno pricakovano vrednost po obicajnih pravilih kot

E(Xr|F) = Xy + (B, T —t).

b. (10) Privzemite, da je funkcija ¢ (x,t) dovolj gladka, da lahko uporabimo Itovo
formulo. Z njo izrazite integrand H, za katerega je

T
X7 = B(X) +/ H,dB, .
0

Regsitev: Oznac¢imo M, = E(Xr|F). Po definiciji je M martingal. Po Itovi
formuli je
t t t 92
oY oY 1 0

M, =X —(Bs, T—s)dBs— | —(Bs,T—s)ds+—= | ——(Bs,T—s)ds.

t t+/0 o s) /0 o' slls+35 | G s)ds
Po definicigi je X proces z koncéno totalno variacijo. Isto velja za zadnja dva
integrala. Sledi, da se morajo vsi procesi s koncéno totalno variacijo sesteti v
konstanto. Sledi

taw

Xr = E(Xp)+ | 25(B,, T — 5)dB, .
0 ax
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. (5) Naj bo f(x) = sinz. Najdite integrand H, da bo

T T
/ sin(Bs)ds = / H.dB, .
0 0

Kot znano privzemite E(cos(B;)) = e~ 2.

Resitev: Racunamo
Y(z,t) = E (sin(z + By))ds
E (sinz - cos B + cos x - sin By)ds

sinz - e 2ds

= 2sinzx (1 — e*%> .

V tem primeru je E(Xr) = 0. Iskan integrand je tako

Il
D o S o

(T—1)
H5:2cosm<1—e_ 2 >
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4. (25) Za gibanje temelja predpostavite Black-Scholesov model, v katerem sta volatil-
nost o in obrestna mera r konstantni. Predpostavljamo torej, da je

o2
Sy = Spexp (,ut +oB; — ?t) .
Izplacilo opcije v ¢asu dospetja T' naj bo

St —a, cejeSr>a
Vr = b—ST, éejeST<b.
0, sicer
a. (10) Izracunajte zacetno ceno Vj opcije.

Namag: sestavite opcijo iz enostavnejsih elementov.
Resitev: Zapisemo lahko
Vi = (Sr —a)s + (b—5r)4 = (57 —a)+ + (S —b)4 — (Sr = b).

Oznacimo z Vf’k ceno evropske nakupne opcije z izvrsno ceno k. Iz zgornjega
sledi, da je )
‘/0 == EQ(VT) = Vbe’a + ‘/Oe,b - (S() - be_TT) .

b. (15) Navedite komponento H; varovalne listnice.

Resitev: Naj bo H; ok komponenta varovalne listnice za evropsko nakupno opcijo
z izorsno ceno k v trenutku t. Iz zgornjega sledi, da je

Hy=H" + H" —1.



