Linearni sistemi: iterativne metode

22. marec 2005

Naloga: Zi¢no zanko s pravokotnim tlorisom potopimo v milnico tako, da
se nanjo napne milni mehuréek (glej sliko). Poisc¢i obliko milnega mehurcka
razpetega na zic¢ni zanki.

Slika 1: Graf funkcije, ki opisuje minico napeto na zi¢no zanko.

Resitev:
Ploskev milnega mehurcka lahko opisemo s funkcijo u(z,y) dveh spre-
menljivk, ki predstavlja visino ploskve nad tocko (z,y). Poiskati moramo



funkcijo dveh spremenljivk u(z,y) na tlorisu zi¢ne mreze, ki ¢im bolje opise
milnico.

Problema se bomo lotili numeriéno tako, da bomo vrednosti u(z, y) poiskali
le v konéno mnogo tockah: problem bomo diskretizirali. Najpreprosteje je
uporabiti enakomerno razporejeno pravokotno (Se bolje kvadratno) mrezo
tock, v katerih racunamo vrednosti u. Tocke na mrezi bomo imenovali vo-
zlis¢a. Zaradi enostavnosti bomo obravnavali le mreze na kvadratu z enakim
stevilom tock v obeh koordinatnih smereh.
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Slika 2: Mreza vozlis¢ na tlorisu zicne zanke

Namesto funkcije u(x,y) is¢emo matriko U dimenzije n x n, v kateri
bodo priblizne vrednosti u. Z (a,b) ozna¢imo levo spodnje, z (¢, d), pa desno
zgornje oglisce tlorisa zanke. Element U (i, j) matrike U vsebuje vrednost
u(b+ h(i —1),a+ k(j — 1)), kjer je h = &2 in k = 2. Vrednosti funkcije
u na robu pravokotnika opisujejo obliko zi¢ne zanke in so podane kot vhodni
podatek. Poznane so torej vrednosti U(0,j),U(n+1,7),U(,0) in U(i,n+1)
za poljubne vrednosti indeksov ¢ in j.

Izpeljimo enacbo, ki povezuje vrednosti v U. Predpostavimo, da na vred-
nost U (1, j) vplivajo le vrednosti najblizjih sosedov v mrezi, in sicer U (i—1, j),
Ui,j+1), Ui +1,4) in U, — 1).
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Slika 3: Sosednja vozlisca, ki jih v enacbi upostevamo.

V ravnovesni legi bo vsota vseh sil, ki delujejo na dano tocko (z;, y;) enaka
ni¢. Sila med dvema sosednjima tockama je premo sorazmerna njuni visinski
razliki (glej sliko).

Vsota vseh sil, ki delujejo na tocko (x;,y;) je enaka

k((Uic1j = Uij) + (Ui — Uij) + Uity — Uig) + (Uij-1 = Uiy)) = 0
Uiy +Uijo1 +Uiprj + U jp —4U; 5 =

V vsakem notranjem vozlis¢u mreze dobimo eno linearno enacbo, ki sku-
paj tvorijo sistem n? linearnih enacb z n? neznankami. Ne pozabimo, da so
vrednosti U znane v vozlis¢ih na robu.

—4U1q + Ui+ Uy = —Uip — Up1 = by
Uipg —4Ui o+ Uiz +Usp = —Ups = by

Un—l,n + Un,n—l - 4Un,n - _Un,n+1 - Un+1,n - bn (]->

Ce zelimo sistem zapisati v matriéni obliki, moramo elemente matrike
Ui ; zloziti v stolpec. Stolpce matrike U; ; razvrstimo enega pod drugim in
dobimo vektor u dolZine n?.

T
U= [Ul,la U2,1a U3,17 EIRI) U1,27 U2727 R Un,17 Un,2a sy Un,n]

3



U(i+1)

U(i+1)-U(i

U(i)-U(i-1,

F(i-1) y

Slika 4: Sile med sosednjimi tockami v mrezi.
Element matrike U; ; = u(j(n — 1) 4+ ¢). Enacbe (1) se sedaj glasijo
—4'LL1 + Ug + Upy1 = bl
uyp — 4ug + U3 + Uy = by
U1 — dpgr + Ungo + Uzptr = bnpa

Ui + Uptim1 — ppi + Upgigr + Uopti = by

Up2_p + Up2_1 — dUp2 = b2

Matrika sistema je blo¢na
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z bloki velikosti n x n, kjer so matrike I identi¢ne n x n matrike in L
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Laplaceove matrike oblike
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Za resitev sistema potrebujemo Se vektor desnih strani, ki ga izracunamo iz
robnih pogojev.

b=—[Up1+ Ui, Uva-...Upn + Ut i1,
U2,07 07 s 707 U2,7’L+17
U370, ey

Un,O + Un—i—l,l» Un+1727 ER) Un-l—l,n + Un,n+1]T (2>

ReSevanje sistema z Jacobijevo iteracijo

Ker je matrika sistema skoraj prazna, je smiselno uporabiti katero od iteraci-
jskih metod. Predvsem prostorski prihranek bo tako precejSen in bo omogocil
raSevanje sistema tudi za zelo velike dimenzije, ko bi sicer zmanjkalo pomnil-
nika. Matrika sistema je diagonalno dominantna po vrsticah in po stolpcih,
ni pa strogo diagonalno dominantna. Zato ne moremo pricakovati hitre kon-
vergence.

Ker elementi matrike ne spreminjajo veliko, bomo matriko sistema vgradili
kar v algoritem.

Resitev sistema Ax = b z Jacobijevo iteracijo dobimo kot zaporedje pri-
blizkov

Dxypiy =b— (S + Z)zy,

kjer je D diagonala matrike A, S+ Z pa preostanek matrike A brez diagonale.
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Za naso matriko bodo v vsoti nastopali najvec stirje ¢leni
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pri cemer so elementi z; z indeksom j < 0 ali j > n? enaki 0.

Gauss-Seidlova iteracija

Konvergenco iteracije lahko izboljsamo, ¢e pri Jacobijevi iteraciji v formuli
(3) uporabimo tiste komponente novega priblizka x**1, ki jih Ze poznamo.
Tako dobimo Gauss-Seidlovo iteracijo
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j=i+1
Za naso matriko, dobimo naslednjo formulo za izracun naslednjega priblizka.

1
K+l _ k1l k K+l _ ok :
T = (b —aft —af — ot — ) i #kn£1.

Podobno naredimo Se v ostalih vrsticah.

SOR iteracija

Kot smo se prepricali na zgornjem primeru, je konvergenca Jacobieve in
Gauss-Seidlove iteracije vcasih kaj klavrna. Zato so pred nekaj desetletji
razvili iteracijsko shemo SOR. Pri tej metodi priblizke dobljene z Gauss-
Seidlovo iteracijo ”relaksiramos prejsnjim priblizkom. Formule (4) popravimo
nov priblizek po Gauss-Seidlu pomnozimo z w in mu pristejemo (1 — w) krat
prejsnji priblizek.

i—1
1
o (L (- St - 3 ast) ) vt

j=1 j=i+1

Tako dobimo celo druzino iteracij parametrizirano z w. Za w = 1 do-
bimo Gauss-Seidlovo iteracijo. Konvergenca je seveda odvisna od izbire w
in mogoce je pokazati, da SOR ne konvergira za w & (0,2).



Primer

Poglejmo si e primer, ki je na zacetni sliki. Tloris zanke je kvadrat [—1, 1] x
[—1,1]. Ploskev je na robu kvadrata podana s funkcijami u(z,1) = 1 — 22,
u(l,y) =2 —22% in u(z, —1) = u(—1,y) = 0. Slika na zacetku je izracunana

na mrezi 20 x 20.



