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KAZALO



1. Poglavje
Optimizacija

1.1 Minimum, maksimum in sedlo

Zelo pogosta naloga matemati¢nega modeliranja je iskanje ekstremov funkcij ved
spremenljivk ali, kot tudi pravimo, iskanje ekstremov skalarnih polj.

Skalarno polje, katerega ekstrem i§¢emo, naj bo definirano na neki mnozici
S C R*.

Definicija 1.1 Za skalarno polje f pravimo, da tma absolutni minimum v tocki
a €5, ce velja

fla) < f(=) (1.1)
za vse x € S. Skalarno polje ima lokalni minimum, e velja ocena (1.1) za vsak x
v neki krogli B(a) C S.

Z drugimi besedami, lokalni minimum v tocki a je absolutni minimum v neki
okolici to¢ke a. Pojma absolutni maksimum in lokalni maksimum sta definirana
analogno.

Definicija 1.2 5tem'lo, ki je bodisi lokalni minimum bodisi lokalni maksimum polja
f, se imenuje lokalni ekstrem polja f.

Ce ima polje f lokalni ekstrem v notranji tocki a in je polje f v to¢ki a zvezno

odvedljivo, potem so v to¢ki a vsi parcialni odvodi D; f := 87): enaki ni¢; z drugimi
besedami, velja V f(a) = 0, kjer je
vVf = [ Dif Dsf ... D,f ]

vektor-vrstica parcialnih odvodov. Po drugi strani zlahka najdemo primere, kjer
pogoj Vf(a) = 0 ne pomeni, da ima polje f v tocki a ekstrem. Tockam, kjer se to
zgodi, pravimo sedlq in jih bomo v nadaljevanju Se definirali.

Definicija 1.3 Naj bo polje f zvezno odvedljivo v tocki a. Ce je Vf(a) =0, se
tocka a imenuje stacionarna toCka, vcasih tudi kriti¢na toCka. Stacionarna tocka
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4 1. POGLAVJE OPTIMIZACIJA

je sedlo, c¢e vsaka krogla B(a) C S vsebuje tocke, za katere velja f(x) < f(a), in
tocke, za katere velja f(x) > f(a).

Situacija je precej podobna enodimenzionalnemu primeru, kjer stacionarne tocke
funkcije klasificiramo kot minimume, maksimume in prevoje. Sedlo je analogija
prevoja v eni dimenziji.

1.2 Taylorjeva formula za skalarna polja

Ce ima zvezno odvedljivo skalarno polje f stacionarno totko pri a, o naravi te
stacionarne totke odlo¢a predznak razlike f(x) — f(a) za x blizu tocke a. Ce je
x = a + h, velja Taylorjeva formula 1. reda

fla+h) = f(@)+Vf(@h+][Rl|Ei(a,h), Iger je Ey(a, k) — 0.

V stacionarni tocki V f(a) = 0 Taylorjeva formula postane
fla+h) — f(a) = [|h||Ei(a, h).

Da bi lahko zapisali predznak izraza f(a + h) — f(a), potrebujemo dodatno infor-
macijo o ostanku ||h||E1(a, k). Naslednji izrek trdi: Ce je polje f dvakrat zvezno
odvedljivo v tocki a, potem se ostanek izraZa s kvadratno formo

IRlE o k) = 555" Dy (@) + o(IRIP). (12)

=1 j=1

Koeficienti kvadratne forme so drugi parcialni odvodi D;; f = D; (D, f), izracunani
v tocki @. Matrika drugih odvodov D;; f(x) reda n-krat-n se imenuje Hessian in
ga oznadujemo s H(x). Tako velja

H(w) = [Dyf @)},
kadarkoli odvodi obstajajo. Kvadratno formo, ki nastopa v formuli (1.2), lahko

napiSemo preprosteje z matri¢nimi oznakami kot

n n

> > " Di;f(a)h;hi = K" H(a)h.

i=1 j=1

Taylorjeva formula, ki nam daje kvadrati¢no aproksimacijo za f(a+ h) — f(a),
sedaj dobi naslednjo obliko.

Izrek 1.4 (Taylorjeva formula 2. reda) Naj bo v notranjosti krogle B(a) ska-
larno polje dvakrat zvezno odvedljivo. Potem za vse h € R™, za katere je a + h €
B(a), velja

fla+h) = f(a)+Vf(a)h+%hTH(a+19h)h, kjer je 0 <9 < 1.
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Ta izraz lahko pisemo tudi kot

fla+h)—f(a) = Vf(a)h+ %hTH(a)h + ||h||* E2(a, h), (1.3)
kjer je

Es (a, h,) }:E 0.

1.3 Tip stacionarne tocke

Taylorjeva formula (1.3) nam omogo€a, da povemo, kaksna tocka bo stacionarna
to¢ka a. Odgovor sloni na inerciji Hessiana.

Izrek 1.5 Naj bo f skalarno polje v S, ki je v krogli B(a) C S dvakrat zvezno
odvedljivo in naj bo H(a) Hessian v stacionarni tocki a. Potem velja:

1. Ce so vse lastne vrednosti matrike H(a) pozitivne, potem ima polje f v tocki
a lokalni minimum.

2. Ce so vse lastne vrednosti matrike H (a) negativne, potem ima polje f v tocki
a lokalni maksimum.

3. Ce ima matrika H (a) tako pozitivne kot negativne lastne vrednosti, potem
ima polje f v tocki a sedlo.

4. Ce je kadna lastna vrednost matrike H(a) enaka nic, potem na osnovi drugih
odvodov ne moremo odgovoriti na vprasanje, kaksna je stacionarna tocka a.

Omeniti velja, da za izrac¢un inercije, to je §tevila pozitivnih, ni¢elnih in nega-
tivnih lastnih vrednosti, ni treba lastnih vrednosti res izra¢unati, ker nam Sylvestrov
izrek o inerciji pove, da se inercija ohranja Ze pri kongruentnih transformacijah:
matriki A4 in B = X ' AX, kjer je X nesingularna matrika, imata isto inercijo.

1.4 Vezani ekstremi

Pogosto moramo poiskati stacionarne tocke skalarnega polja f, definiranega na
S C R”, pri pogojih, da tocka & zadoi¢a pogojem
g1 (x1,.-y2n) = 0,
(1.4)

gm (T1,...,2,) = 0,

kjer $tevilo pogojev m zados¢a zahtevi m < n. Ti pogoji morajo biti kajpada
(funkcijsko) neodvisni, funkcije g; pa naj bodo zvezno odvedljive.
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Izrek 1.6 Ce ima polje f v tocki a lokalni ekstrem pri pogojih (1.4) in so vektorji
Vi, ---, Vgm v tocki a linearno neodvisni, potem obstajajo skalarji (Lagrangeevi
parametri) A1, ..., Am, da je

Vf+ Z AVg = 0.

Jj=1

1.5 Diskretna veriZnica

Obliko prosto obesene gibke vrvi imenujemo veriZnica.

Isto nalogo, le da je vrv sestavljena iz gibko vpetih togih ¢lenkov, palic, imenu-
jemo diskretna veriZnica.

Naj bo diskretna veriznica sestavljena iz n + 1 ¢lenkov dolzin

L;, i1=12,...,n+1
in mas
M;,, i=1,2,...,n+1.
Nalogo bomo refili, ¢e bomo izra¢unali koordinate krajis¢
(xivyi)v 1=0,1,...,n+1,

kjer sta obesis€i, to je tocki (o, ¥yo) in (Tnt1,Yn+1), kajpada predpisani vnaprej.
Ravnotezni pogoj dobimo, ¢e zahtevamo, da je tezZisce kar se da nizko ali, kar
je isto, da je potencialna energija minimalna.

Minimizirati torej Zelimo

n+1 ) +q,
min F(z,y) = min Z Miu, (1.5)
z,y oy = 2
saj sila teZe prijemlje v tezis¢u vsake palice.
Iskane koordinate (z;,y;), i =1,2,...,n, morajo pri tem zado$¢ati pogojem
(i — 1)’ + (i —yic1)” = L2, i=1,2,...,n+1. (1.6)

Vezani ekstrem (1.5)—(1.6) prevedemo na nevezanega z uvedbo Lagrangeevih
multiplikatorjev. Tedaj i§¢emo nevezani ekstrem funkcije
G(.CB, Y, /\) =
n+1

> (ijj%—w + A ((ﬂfj —zi1)’ 4+ (g — Y1)’ — L?)) - (1)

=1

Ravnotezne enac¢be dobimo kot enacbe

10G

- = p=1,2,...
281'1' 07 ? Pt » 10,
10G

-—— = 0, +=1,2,...
zayz ’ ? )<y 1,
oG

— = 0, i=12,... 1
8)\1 ’ ? < 7n+ ’
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ali

0, +=12,...,n,
M+ M1
XN Wi —vi1) = N1 Wir1 —wi) = ————H =12,

L, i=1,2,...,n+1.

Ai (i — @ic1) = Niga (Tip1 — 24)

(zi —@i1)” + (i —yi1)?

To je sistem 3n + 1 enacb za 3n + 1 neznank.
Za lazje racunanje uvedemo relativne koordinate

& = Ti—wmio1, 1=12,...n+1,
N = Yi—Yi-1, i:1727"'7n+17
od koder sledi

i

v o= mo+» &, i=1,2..,n+1, (1.8)
j=1
i

Yi = y0+z77]7 i:1727"'7n+17 (19)
=1

in zgornji sistem enacb preide v ekvivalentni sistem

M€ =M1 = 0, i=1,2,....m, (1.10)
A=A = —spn =12, (1.11)
E+n? = L2, i=1,2,...,n+1, (1.12)
kjer je
mz%: (1.13)

Ta sistem 3n + 1 enacb za neznanke §;, 7; in \; bomo refili tako, da bomo vse
neznanke izrazili z dvema novima neznankama v in v.
Iz enatbe (1.10) sledi

1 )
Né& = —%, 1=1,2,...,n+1, (1.14)

kjer je u neznanka, ki jo bomo $e dolo¢ili. Iz enacb (1.14) potem sledi

1
A o= — 1.15
(1.15)
in iz ena¢b (1.11) dobimo
1 n 1 n 1 .
— &+_77+1 = ——u;, 1=12....n,

2ué  2uéin 2
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ali
Zi+1 = Uy, i=1,2,....m,
i4+1 %
in kon¢no
, i—1
% = v—uy p, i=1,2...,n+1, (1.16)
7 j=1
kjer bomo neznanko
v = mn (1.17)

&

Se dolodili.
Enacbi (1.12) in (1.16) nam sedaj povesta

2
i—1
L2
1+ [v-— uij = -,
j=1 i
od koder sledi
L
& = : =, i=12...,n+1, (1.18)
o)
vrednosti n;, i =1,2,...,n + 1, pa sedaj izra¢unamo iz ena¢be (1.16)
i—1
mo= &Glv—ud pi|, i=1,...,n+1 (1.19)
j=1

(Neznanke \; lahko, &e Zelimo, izrazimo z u in v po enacbi (1.15).)
Za neznanki v in v sedaj iz ena¢b (1.8) in (1.9) dobimo enagcbi

Ulu,v) = 0, (1.20)
V(u,v) = 0, (1.21)
kjer je
n+1
Uw,v) = Y &= (Tny1 — o), (1.22)
i
V(o) = Y 0= Ynsr1—0), (1.23)
i=1

kjer se &; in n; izrazajo z u in v po enacbah (1.18) in (1.19).
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Naloge

1.1 Analiziraj (in resi) simetri¢no diskretno veriznico s sodim $tevilom n + 1 =
2p, p € N palic:

Yn+1 = Yo,
L; = Ln+2—i7 1=12,...,p,
M; = Mn+2—ia 1=1,2,...,p.

7 upostevanjem simetrije lahko prevedemo nalogo na eno samo enacbo za neznanko
w = X\;&;, kar je po enacbi (1.10) neodvisno od indeksa i.

1.2 Analiziraj (in resi) simetri¢no diskretno veriznico z lihim $tevilom n + 1 =
2p+1, p € N palic:

Yn+1 = Yo,
Li = Ln+2—i7 = 1,2,...,]),
M; = Mn+2—ia 1=1,2,...,p.

7 upostevanjem simetrije lahko prevedemo nalogo na eno samo enacbo za neznanko
w = X\;&;, kar je po enacbi (1.10) neodvisno od indeksa i.

1.3 Dokazi, da je diskretna veriZnica resljiva natanko takrat, ko noben ¢lenek,
vklju¢no s fiktivnim ¢lenkom, ki direktno povezuje obe obesiséi, ni daljsi od vsote
preostalih &lenkov (“poligonska” neenakost).

1.4 Analiziraj diskretno veriZnico, ki je na levem kraji¥¢u normalno pritrjena, na
desnem krajis¢u pa je privezana na neraztegljivo nitko, ki je speljana ¢ez Skripec,
na drugem koncu nitke pa je obeSena utez z maso m.

1.5 V §tudentskih letih nam je prof. I. KuSéer zastavil naslednjo nalogo: Kocko
z robovi iz Zice za hip potopimo v milnico. Ko kocko izvle¢emo iz milnice, dobimo
sliko, kot jo prikazuje slika 1.1.

Vpraganje je bilo, kolikSen je rob malega kvadrata na sredini.

Vsi, s profesorjem vred, smo menili, da mora biti povr§ina minimalna. Mnogo
let kasneje je neka bistra glava trdila, da morajo biti sile v ravnotezju, zato se
morajo vse ploskve stikati pod kotom 120°. Rezultat je drugacen in dolgo je med
Studenti krozilo vpraSanje, kateri rezultat je pravilen.

Koné¢no je prof. Kodre rekel, da sta oba rezultata napa¢na: kvadrat na sredini
ni kvadrat, ker nima ravnih stranic. Trapezi, ki so nanj prilepljeni, niso ravninski
liki, ker je vse skupaj malo upognjeno.

Naloga ima sedaj tri dele, kjer je tretji del precej tezji.

1. Izracunaj stranico malega kvadrata iz zahteve, da je povr§ina minimalna.
Izra¢unaj, kak$na je minimalna povrfina in pod kakSnimi koti se stikajo
ploskve.
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Slika 1.1: Milnica na skeletu kocke

2. Izracunaj stranico malega kvadrata iz zahteve, da se stranice stikajo pod
kotom 120°. Izrac¢unaj, kaksna je sedaj povrSina.

3. Izracunaj stranico malega “kvadrata’ iz zahteve, da je povrSina minimalna,
dopuscaj pa neravne robove in neravninske like. Naloga je formalno zelo kom-
plicirana, ker bi bilo treba reSevati nelinearne parcialne diferencialne enacbe.
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Za priblizno reSitev pa je dovolj triangulirati reSitev, ki jo dobimo v 1. delu,
koordinate vozlis¢ v notranjosti vzeti za spremenljivke, izraziti povr§ino z
njimi ter poiskati minimalno vrednost. Zacetne vrednosti so tocke, ki jih do-
bimo z napag¢no teorijo v 1. delu. Kolika je sedaj povr§ina in pod kak§nim
kotom se stikajo ploskve?

1.6 Newtonova metoda

Enacbi (1.20-1.21) bomo resili z Newtonovo metodo. Naj bo (@, d) refitev sistema
(1.20-1.21). Po Taylorjevi formuli velja

o U (u,v) oU (u,v) , . _
U(a,v) = Ulu,v)+ EW (u—u)-l-iav O—v)+---=0,
o oV (u,v) ,_ oV(u,v) _
vV (@,0) = V(u,v)+T(u—u)+ 50 ( Y+---=0
Ce oznadimo
U u Au
- [E] e
in zanemarimo ¢lene s - - -, izra¢unani vektor

S &

]

ne bo to¢na resitev ampak, upajmo, boljsi priblizek. Ta boljsi priblizek dobimo po

formuli (1.24), kjer je
ou Au U
[z z][s] - [v]

Formuli (1.18) in (1.19) bomo poenostavili z uvedbo pomoznih spremenljivk

%|®
R[S

w, = v—uy, 1=1,2....n+1, (1.25)
kjer so
i—1
vi = Y pjpi=12,...,n+1 (1.26)
i=1
znane konstante. Potem lahko piSemo
—1/2
& = Li(1+w?) ™,
—1/2
= Liw; (1+w}) )
od koder sledi
d¢; —3/2
d—i‘ = —Lyw; (1+w?) 2
dni

—3/2
dw, = L; (1 +w?)
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in
96 94 _3/9 e —aus
(& 5] = naea) [ .
ou ov ?
Za Jacobijan potem dobimo
au U ntlroos o4
x| -5 4]
ou v =1 ou v
s, o —3/2 | wiv;  —w;
= Y Li(1+w)) I (1.27)
i=1 !
medtem ko je
U = on—1/2 [ 1 ] Az
[V] = > Li(1+w]) wi | 7| Ay | (1.28)
=1 -
kjer je
Az Tpy1 — 2o |
= : 1.29
[ Ay ] Yn+1 — Yo | ( )
Na sliki 1.2 vidimo diskretno veriznico s podatki
2
1
1
L = 1
1
2
in
1
0.5
1
M= 1
0.5
1
Naloge

1.6 Izrafunaj in nari$i diskretno veriznico z 10 ¢lenki dolZin 1 in mas 1. VeriZnica
je pritrjena nesimetri¢no v to¢kah (0,0) in (6,3). Nalogo resi tako, da direktno, z
uporabo Matlaba, minimizira$ funkecijo (1.5) pri pogojih (1.6).

1.7 Nalogo 1.6 refi tako, da direktno, z uporabo Matlaba, reSi§ sistem enacb
(1.10), (1.11), (1.12).
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-25 1 1 1 1

Slika 1.2: Diskretna veriZnica iz 6 ¢lenkov

1.8 Nalogo 1.6 resi tako, da po Newtonovi metodi resis sistem (1.20), (1.21).

1.9 Izracunaj ravnotezni polozaj dveh masnih tofk z masama mi,mgs > 0 ter
nabojema ey, ez > 0. ToCki se lahko premikata po vertikalni premici nad izhodis¢em
x = 0, kjer je pritrjen tockast naboj eg, slika 1.3.

1.10 Izrac¢unaj ravnoteZni polozaj sistema m masnih toc¢k z masami m; > 0 in
naboji e; > 0. Tocke se lahko premikajo po vertikalni premici nad izhodis¢em
x = 0, kjer je pritrjen tockast naboj eg, primerjaj s sliko 1.3. Kot poseben primer
obravnavaj situacijo, kjer so vse mase enake m; = m in vsi naboji prav tako
eo =¢€; =e.

1.7 Metoda zveznega nadaljevanja

Se vedno imamo tezavo z izbiro zatetnega priblizka [ Z ] . Za njegovo izbiro lahko
uporabimo metodo zveznega nadaljevanja: sistem (1.20-1.21) potopimo v sistem

U(u,v,t) = 0, (1.30)
V(u7v7t) = 0, (1.31)
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X

Qe

n@e

€o

Slika 1.3: Naboji

kjer za, funkciji U in V izberemo homotopijo, to je preslikavo, ki ima lastnost, da
je sistem

U (u,v,0) 0,

V(u,0,00 = 0
preprosto resljiv, sistem

U(u, = 0,

V(U7 71 =0

pa je ravno sistem (1.20-1.21)

Za homotopijo lahko izberemo kaksno naravno homotopijo, ki se v€asih sama
ponuja, v pomanjkanju naravne homotopije pa si vedno lahko pomagamo z uni-
verzalno homotopijo

Uu,v,t) = tU(u,v) + (1 — t)Up(u,v),
V(u,0,t) = tV(u,0)+ (1 —t)Vo(u,v),
kjer je
Uo(u,v) = 0,
Vo(u,v) = 0

preprosto resljiv sistem.
Za nadaljevanje je najpreprostejsi nacin postopno povecevanje parametra ¢ od
0 do 1. Pri vsaki vrednosti parametra ¢ izberemo izra¢unane vrednosti v in v pri
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prejsnji vrednosti parametra za zaéetni pribliZek pri novi vrednosti parametra. 7
Newtonovo metodo izraGunamo vrednosti v in v za novo vrednost parametra. Ce
povec¢ujemo parameter ¢t dovolj pocasi, bodo zacetni priblizki dovolj dobri, da bo
Newtonova metoda (kvadrati¢no) konvergirala.

V realistiénem primeru se zgodi, da moramo za t izbrati smes$no majhen korak
(recimo) At = 0.01, da Newtonova metoda res konvergira. Zato se lotimo ra¢unanja
drugace.

Sistem (1.30-1.31) lahko tolma&imo kot implicitno definicijo funkcij

t o u(t), (1.32)
f oo o). (1.33)

Ampak &e je to tako, potem lahko sestavimo sistem diferencialnih enacb, ki ima
trajektorijo (1.32-1.33) za regitev:

ali

Wl _ [0 017 [0

vl Vi Vy Vi |
Za taksne sisteme diferencialnih ena¢b pa imamo na voljo vrsto odli¢nih numeri¢nih
metod, ki si dinami¢no prilagajajo korak, kot na primer Fehlbergova [?] metoda in
njeni sorodniki [?].
1.8 Ravnotezje paliCja
Pali¢je (angl. truss) je mehanska struktura, zgrajena iz elasti¢nih palic, ki so

vrtljivo povezane med seboj. To pomeni, da se v stikih prenaSajo samo osne sile
ne pa navori, in ker so palice obremenjene samo z osnimi silami, se ne upogibajo.

Pali¢je naj bo polozeno v d (2 ali 3)-dimenzionalni evklidski prostor R? in naj
ima n vozliS¢. V neobremenjenem stanju naj bodo

z, 1=1,2,...,N, N =nxd,
vse koordinate vozli§¢. Posamezno vozlis¢e T; naj bo podano s koordinatami

Z'Ui.l

Rv;a

kjer je v; 1, Stevilka k-te (k =1,...,d) koordinate tocke T}, (i = 1,2,...,n).
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Pod (majhno) obremenitvijo se vozlii¢e T; premakne v to¢ko

21 Ly 1

zvi,d xvi.d
torej so x;, | =1,2,...N, (majhne) spremembe koordinat z;, [ =1,2,...,N.
Palica $tevilka j, j = 1,2,...,m, naj sega od tocke T}, do tocke Ty,, to je od
Rp; .1 Rvg; .1
tocke : do tocke

z”p]wd zvq]ud

Naj bo L;, 7 =1,2,...,m, dolzina palice Stevilka j, torej

d 2
Lj = E (21,{1]_’& - zUij-:) .

k=1

Dolzina deformirane palice je potem

., N
L;+0L; := (Z ((zvq].‘k +xvqj‘k) - (Zup].‘k + xvp]-‘k)) )
k=1

o
k=1 J
d
zv k v k
= L]' (1 + Z a I Pj (xvqj‘k — xvl)j’k) + O(Hx”?))
k=1 J
d
2y -k — 2y ok
= L+ T (=3, ) + O(lo]?)
k=1 J
d

= L+ cosaj (a0 — v, ) + O(ll),

k=1
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kjer je
zvq]-.k - vaj,k

L;

cosajy =

k-ti smerni kosinus j-te palice. Ce &len O(||z||?) zanemarimo, velja za raztezek j-te
palice 6L;:

COSOlj,k- (.Tvqj,k — .Tvpj_k)

M=

(SL] =

>
|l

1
_ , T T

= coS o 1; (evq]_‘kx evp]_‘kx)
k=1

d T
E cosaj i (evqj,,c - evpj‘k) x,
k=1

kjer so e;, [ =1,2,... N, standardni bazni vektorji v RV .

Naj bo sedaj A € R™*N incidencna matrika palicja:

d T
ZkZl Cos a1,k (quLk - evpl.k)
A= :

T
Zz:l COS Om,k (eUtJm-k’ - evpm.k)

Ce je 6L vektor vseh raztezkov

0L
0L,
0L = . e R™,
0L,
velja
Axr = L,

kjer je z € RY vektor vseh pomikov vozlisc.

Ker je po Hookovem zakonu [?] za elasti¢no palico

5L 1 F

L ~ ES
kjer je 6L raztezek, L dolzina, E Youngov modul, F osna sila in .S plo§¢ina preseka
palice, za elasti¢no palico Stevilka 7 velja

0L; 1 F;

L; E;S

b

<
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kjer je E; Youngov modul elasti¢nosti in S; plo§€ina preseka palice Stevilka j, lahko
za osno silo F; piSemo

Fj = k;0L;,
kjer je
E.S.
k. = I~
J Lg

“konstanta vzmeti” j-te palice. Potencialna (elasti¢na) energija taksne palice je
Lk; (6L;)".

Potencialna energija U celotnega pali¢ja je potem enaka
U = likj (OL;)*.
2 =
Naj bo
D? = diag(ki,ka,-.. ky) € R™*™,

Sledi
(D*$L,5L)
(DSL, DSL)

(DAz, D Ax)

<(DA)T (DA) z, :c>

NP =N RN ~DN -

—~
=

8
8

~

kjer je
K = (DA)T(DA) e RV*N (1.34)
togostna matrika pali¢ja.
Dalje, naj bodo
fi,1=1,2,...,N, N=nd,

vse komponente vseh sil, s katerimi je pali¢je obremenjeno. Posamezna sila v
vozli§¢u T; ima koordinate
Jvin

f'Ui,d
kjer je v, Stevilka k-te koordinate (k =1,...,d) tocke T3, (i = 1,2,...,n). Sile f
so tiste, ki povzroce pomike x in pri tem opravijo delo

W= {(fz).
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Eden od principov mehanike pravi, da mora biti razlika U — W minimalna, to
je, vrednost izraza

Flz) = % (Kz,z) — (f,7) (1.35)

mora biti minimalna, zato mora biti z stacionarna (ali kriti¢na) to¢ka funkcije F,
od koder slede ravnotezne enacbe

Kz = f. (1.36)

V vsej zgodbi moramo e upostevati, da mora biti pali¢je nekako pritrjeno: e bi
postavili taksno pali¢je nepritrjeno v vesolje, v breztezni prostor, in ga obremenili
s silami, ki niso v statiénem ravnoteZju, bi se to palije pospeSeno pomikalo skozi
vesolje.

Pali¢je pritrdimo s podporami. To pomeni, da moramo, na primer, p izbranih
komponent pomikov pritrditi, postaviti na ni¢. Recimo, da je R : RY — RN-P
reduktor (identiteta, ki ji manjkajo pritrjene vrstice), ki iz vektorja z izbere samo
nepritrjene komponente zo := Rz. Ce je S : RY — RP e reduktor, ki iz vektorja
x izbere samo pritrjene komponente, sta matriki RTR in STS komplementarna
ortogonalna projektorja: projektorja, ker je (RTR)2 = RTRRTR = RTR, ker
je RRT = I in podobno (STS)2 = §TSS8TS = STS; komplementarna, ker je
RTR + STS = I; in ortogonalna, ker sta simetri¢ni matriki.

Tako je ST Sz vektor, v katerem so vse nepritrjene komponente Ze ni¢, od ni¢
razli¢ne komponente so kvejemu pritrjene komponente. Ker morajo biti pritrjene
komponente tudi ni¢, mora zato veljati

STSy = 0. (1.37)

Namesto da bi zahtevali, da mora funkcija (1.35) dose¢i minimalno vrednost med
vsemi mogodimi vektorji x, zahtevamo, da mora dose¢i minimalno vrednost samo
med vektorji, ki zados¢ajo pogoju (1.37). Ta vezani ekstrem lahko uZenemo brez
Lagrangeevih parametrov. Pifemo z = RT Rz + S Sz in upostevamo pogoj (1.37),
da ugotovimo, da velja

z = RTRx,
in zato i8¢emo ekstrem funkcije
1
F(z) = 3 ((DA)"(DA)R" Rz, R"Rz) — (f,R" Rx)

- R(DA)T(DA)RT Rz, Re) — (Rf, Rx)
2
1

= 5 ((DART)" (DAR") Ra, Re) - (R, Ra)
1

= 3 <(DA0)T (DA0)$07'Z'0> — (fo,20),

kjer je
Ay = ART,
fo = Rf
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in

g = Rz
Od tod slede ravnotezne enacbe
Kozo = fo, (1.38)
kjer je
Ko = (DAo)" (DAy). (1.39)

Reducirano incidenéno matriko Ay = AR” in reducirani obtezni vektor fo = Rf
dobimo tako, da v inciden¢ni matriki A pre¢rtamo stolpce, v obteznem vektorju f
pa vrstice, ki ustrezajo neznanim reakcijam podpor, vektor z pa rekonstruiramo
po enacbi

z = Rz,

od koder lahko po ena¢bi (1.36) izrafunamo vse sile, dane sile fy (za kontrolo) in
neznane reakcije podpor g = Sf.

Reducirane togostne matrike Ko = Al D? Ag nikoli ne smemo eksplicitno izracu-
nati. Kot vidimo, je sestavljena iz dvoje vrst faktorjev: reducirane inciden¢ne
matrike Ag in fizikalne matrike D2.

Reducirana incidenéna matrika je praviloma dobro pogojena, v smislu, da so
njeni stolpci dobro linearno neodvisni; ¢e niso, je bil arhitekt cepec. Glavni razlog
za slabo pogojenost matrike Ky, ¢e je res slabo pogojena, je fizikalni diagonalni
faktor D2, ki je lahko poljubno divji. Ko ga mnozimo (dvakrat) z matriko Ag, se
njegova divjost razleze po vsej matriki Ky, ki zato postane slabo pogojena.

Reducirana inciden¢na matrika Ky je formalno simetri¢na pozitivno definitna
matrika, ki jo lahko razcepimo po Choleskem v dva trikotna faktorja. Ampak,
preden smo jo zmnozili v matriko Ky, je Ze bila zapisana kot produkt dveh, sicer
ne trikotnih, faktorjev, glej (1.39). Zato matriko DAg raje razcepimo v produkt
matrike ) z ortonormiranimi stolpci in zgornjetrikotne matrike U, DAg = QU, in
ravnotezne enacbe (1.38) preidejo v

UTU(I:O = va

kar je ekvivalentno sistemu, ki bi ga dobili z razcepom Choleskega matrike Ky, pri
tem pa placamo samo kvadratni koren pogojenostnega Stevila matrike K.

V staticno dolocenem primeru je reducirana incidenéna matrika Ag kvadratna in
v normalnih okoli§¢inah (modulo bedast arhitekt) nesingularna in dobro pogojena.
Stati¢no doloceni primer pomeni, da lahko reakcije podpor, g, izra¢unamo stati¢no,
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brez Hookovega zakona, torej brez matrike D?. Poglejmo, ali res:

g =

Naloge

Sf

SKx

SK Rz

SKRTK; " fo

SATD?AR” (AYD?A0) ™" fo
SATD*AqAg D2 AT fo
SATAST fo.

1.11 Izrac¢unaj pomike za pali¢je, prikazano na sliki 1.4. Geometrijske podatke
in obtezbo lahko razberes s slike, vse palice pa so enako toge in enako debele s

podatki E; = S; = 1.

6

Slika 1.4: Paligje

1.12 Izrac¢unaj pomike za pali¢je, prikazano na sliki 1.5. Geometrijske podatke
in obtezbo lahko razbere§ s slike, vse palice pa so enako toge in enako debele s

podatki E; = S; = 1.
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Slika 1.5: Pali¢je



